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Hjélpmedel &r: minirdknare med tomda minnen och formelsamling ”Formel- och tabellsamling i ma-
tematisk statistik TAMS65 (Martin Singull)” och/eller formelsamling i matematisk statistik utgiven
av matematiska institutionen. Inga anteckningar i formelsamlingarna &r tillatna. Rimliga ordbocker
ar tillatna.

Varje uppgift dr vird 6 podng. For godkidnd tentamen ricker 15 poéng. For betyg 4/5 riacker 20 re-
spektive 26 poéing (saledes tillriickliga krav). Noggrann motivering krivs dér alla viktiga detaljer skall
motiveras. Approximationer ar tillatna om dessa &r rimliga och motiveras noggrant. Uppgifterna &r i
nummerordning.

1. T ett vackert skogsparti viixer 5 olika sorters bér. Alla &dr ungefar lika vanliga, men en av sorterna
ar ganska giftig.
(a) Om man pa mafa plockar 6 stycken bér, vad &r sannolikheten att minst tva &r giftiga?

(b) LD50 (d v s dosen 50% av testpopulation dér av) for den giftiga sorten ligger vid 25 stycken
béar. Om hungrige Hakan mumsar i sig 150 bér, vad &r sannolikheten att han uppnar LD50-
grinsen?

(c) Hakan vandrar vidare in i skogspartiet och stéter pa Nyarlathotep. Hakan fragar om det
finns fler bdr nagonstans och blir férflyttad till en annan vérld dér det finns 50 olika sorters
bér. Dock &dr 1 av dessa sorter dodligt giftig (det ricker med ett bar och man dér omedelbums
efter inmundigandet). Om Hakan &ter ett bér i taget tills han plotsligt avlider, hitta det
hogsta antalet bar Hakan kan mumsa i sig fér att med sannolikheten 0.5 fortfarande leva.

2. Lat X1 ~ N(0,4/2) och X5 ~ N(0,+/2) vara tva oberoende stokastiska variabler (dir varianserna
alltsa ges av V(X1) = V(X2) = 2).

(a) Hitta fordelningen for Z = 2 + 2X; + 2X5 och beridkna P(Z < 1).
(b) Berikna P(min{X;, X5} <0).
(c) Lat Y = X? + X2. Hitta fordelningen for Y.

3. Lat en Markovkedja ha évergangsmatrisen
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Klassificera besténdigheten hos samtliga tillstand och finn alla stationéra férdelningar. Finns det
en asymptotisk férdelning (motivera)? Om sa &r fallet, vilken?

Vand!
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4. Lat den diskreta stokastiska variabeln (X,Y’) ha sannolikhetsfunktionen

| X=0 X=1 X=2 X=3

Y=0| 0.02 0.04 0.01 0.03
Y=1| 0.08 0.16 0.04 ?
Y =2 0.1 ? 0.05 0.15

(a) Antag att X och Y &r oberoende. Bestdm de okéinda sannolikheterna och hitta sannolik-
hetsfunktionen for Z = X + Y.

(b) Antag istéllet att C'(X,Y) = 0.05. Bestdm om mojligt de okénda sannolikheterna i detta
fall. Motivera annars varfor det dr omojligt.

5. Den stokastiska variabeln X har téthetsfunktionen fx(z) = c¢sinz f6r 0 < x < 7, dér ¢ 4r en
lamplig konstant.

(a) Bestdm c och beriikna F(X) samt medianen m for X.

(b) Lat Xg, X1, Xo,... vara en oberoende f6ljd stokastiska variabler med téthetsfunktionen fx
beskriven ovan. Antag att N(¢) &r en Poissonprocess med intensiteten A > 0. Lat

vara summan av de N(t) forsta variablerna i sekvensen och bestdm vintevirdet E(Y') vid
tidpunkten ¢ > 0.

6. (a) Lat X, X2, X3,... vara en foljd oberoende likaférdelade stokastiska variabler med &ndligt
vantevéirde p och dndlig varians. Visa att

n 2
) 1
nh—>r20E <,u—nZ;X,-> =0.

(Konvergens av denna typ brukar kallas ” convergence in mean square”).

(b) Antag att X dr en icke-negativ kontinuerlig stokastisk variabel med en téthetsfunktion.

Visa att Bx
P(X >a) < ( ), a> 0.
a

(Detta dr Markovs olikhet).



Losningsskisser

1. Vi later X vara antal giftiga bdr bland n plockade pa mafa. Da & X ~ Bin(n,1/5) eftersom
varje bér har en sannolikhet pa 1/5 att vara giftigt.

(a) I denna deluppgift &r n = 6 och vi dr intresserade av sannolikheten att X > 2. Vi far
P(X>2)=1-P(X <1)=1-0.65536 ~ 0.345

ifran tabell.

(b) I det hér fallet &r n = 150, sa vi &r inte hjilpta av varken tabell eller direkta kalkyler
(alldeles for stora siffror). Men, eftersom np(l — p) = 24 > 10 sa forsoker vi med en
normalapproximation. Med andra ord, X &r approximativt N (30,/24)-fordelad. Alltsa,

24 — 30
V24

Sannolikheten ér alltsa ca 89%. Om vi anvinder halvkorrigering sa far vi istéllet

PX>25)=1-P(X<24)~1- c1>< ) ~1— ®(—1.22) = B(1.22) ~ 0.89.

2440.5-30
V24

(c) Lat X ~ Ffg(p = 1/50). Vi soker det storsta talet n sa att P(X > n) = 0.5. Tolkningen &r
da att Hakan dor vid bar nummer n eller hogre (med sannolikhet 0.5). Alltsa,

P(X >25)~1— <I>< > ~ ®(1.12) ~ 0.87.

P(X>n)=> pl—-p)ft=pl-p" "> (1-pF=p1 —p)”_I; =(1-p" ",
k=n k=0

sa
In0.5
PX>n)=05 < (1-p"'=05 & n=1+_——"— =353l
(X =mn) (1-p) i A

Hékan kan alltsa &dta 34 bér i en foljd innan han passerar griansen.

Svar: (a) 0.34 (b) ca 0.89 (c) 34.

2. (a) Variablerna &r oberoende och normalfordelade, sa

Z=2+2X;+2Xo~N <2+0+0, \/22(\/5)2 +22(ﬂ)2> = N(2,4).

Vidare géller att

Z-2 1-2 1 1
P(Z<1)_P(4<4>_<I><—4>_1—<I><4>_0.4013

(b) Eftersom véntevirdet for bade X; och X &r noll sa &r P(X; < 0) = P(X2 < 0) = 0.5 och

P(min{Xl,Xg} < 0) =1- P(min{Xl,Xg} > 0) =1- P(Xl > O)P(X2 > 0)
—1-(1-P(X; <0)(1-P(Xa<0))=1-1/4=3/4.

(c) Lat Z = X? + X3. Vi vet att Z < 0 med sannolikhet 0. Eftersom X; och X5 ér oberoende
ges den simultana téthetsfunktionen av

1 2 + 22
fxy 0 (21, 22) = fx, (21) fx, (22) = o &P <—12> . (21,22) € R%



For z > 0 géller att

Fz(z) = P(Z < Z) = //2+ » le,X2(1:1,;C2) dri1dxs

2w
// exp( :):1+x2> dxidxo = / / T exp <—) dfdr
:v2+ar§<z
_/ A _1/ﬁ Y 4
=3, r exp 1 r=3 ; r exp 1 r
1

vilket &r fordelningsfunktionen for en Exp(A = 1/4)-férdelad variabel. Vi kan &ven erhalla
detta resultat genom att transformera om variablerna till N (0, 1)-variabler och nyttja att
kvadratsumman av oberoende N (0, 1)-variabler &r x2-fordelad.

Svar: (a) N(2,4) och 0.40 (b) 3/4 (c) Exp(A = 1/4).
3. Vi borjar med att klassificera tillstanden. Lat f' vara sannolikheten att for forsta gangen
o0
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aterviinda till tillstand ¢ efter n steg och lat f;; = Z fit. Vi har
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Fran detta ser vi att 2 och 3 &r obestédndiga tillstand. Bade 0 och 1 &r bestédndiga, och eftersom
o

n

det ror sig om geometriska serier foljer det att Zn i < 00, sa dessa tillstand &r positivt

n=0
bestdandiga.
Vidare ser vi om vi ridknar ut P? (t.ex.) att alla element i kolumn ett #r skilda fran noll, s& en
asymptotisk fordelning existerar. Denna erhaller vi genom att hitta alla stationdra fordelningar
ur ekvationen m(P — I) = 0 med bivillkoret att m &r en stokastisk vektor. Vi stéller upp ekva-
tionssystemet:

1 1
——mg+ —m1 + =m9 =0

4 2 3
1 2
gm0 gt gm =0 7o = 2m ™ =3
2 1 _ _ 1
_§7T2+E7T3:0 <~ T =m3 =20 4 7T1:§
1 2m+m =1
——m3=0 my=7m3 =0

10
k7T()—|-7T1—i-7r2—i-7T3:1

Eftersom vi bara finner en stationar fordelning ar detta den asymptotiska férdelningen.

Svar: Se ovan.



4. Vi kan riakna ut de marginella sannolikhetsfunktionerna och fylla pa tabellen:

X=0 X=1 X=2 X=3 Py

Y=0]| 002 004 001 0.03 0.1

Y=1| 008 016  0.04 b 0.28 +b

Yy=2| 01 a 0.05 015 | 03+a
Px 02 02+a 01 0.18+b

Vi ser direkt att a+b = 1—0.68 = 0.32 &r nédvandigt for att dessa ska bli sannolikhetsfunktioner.

(a) Om X och Y &r oberoende sa maste px y(z,y) = px(z)py (y) gilla for alla x och y. Genom

Svar: (a) a = 0.2 samt b = 0.12

att véalja till exempel Y = 0 och X = 1 sa ser vi att

004=(024a)-01 < a=0.2

Da blir b = 0.32 — 0.2 = 0.12. Mgjliga utfall for Z = X +Y &r 0,1, 2,3,4,5. Vi stéller upp
sannolikheterna direkt

bz
Z =010.02
Z =11]0.04+0.08=0.12
Z=210014+01+0.16 =0.27
Z=31003+0.044a=0.27
Z=4|b+0.05=0.17
Z =510.15

I tabellen har vi helt enkelt summerat sannolikheterna for de utfall (X,Y) som ger ritt
summa (vilket & OK da dessa héndelser &r disjunkta). En snabb kontroll visar att detta
summerar till 1.

Kovariansen C(X,Y) kan berdknas enligt E(XY) — E(X)E(Y) sa vi kan ta fram dessa
storheter forst:

E(XY)=1-016+2-0.04+3-b0+2-a+4-0.054+6-0.15=1.34 + 2a + 3D,

E(X)=1-(0240a)+2-0.1+3-(0.184+b) =0.94 +a + 3b

samt
E(Y) = 1-(0.28+b)—|—2-(0.3+a) = 0.88 4+ 2a + b.

Vi erhaller nu att
C(X,Y) =1.34+ 2a+ 3b — (0.94 + a + 3b)(0.88 + 2a + b).
Vidare maste fortfarande a + b = 0.32. Ekvationen C'(X,Y) = 0.05 reduceras nu till

26% — 0.78b 4 0.648 = 0.05 < b= 0.02 eller b = 0.37.

Eftersom a+b = 0.32 dr det andra alternativet omojligt. Alltsa ges de sokta sannolikheterna
av b = 0.02 och a = 0.3. En kontroll visar att dessa gor att vi erhaller en sannolikhetsfunk-
tion och att kovariansen blir 0.05.

(b) Se ovan. (c) a = 0.3 samt b = 0.02.



5. (a) For att ha en tathetsfunktion maste sannolikhetsmassan bli ett. Saledes géller att

s

1

1:/ csinzdr = c[—cosz]) =2¢ < c=g
0

Vi anviander definitionen for vantevirdet och finner att

v 3

T o1
E(X) :/ x-—sinzxdr=---=
0 2
Pa liknande sétt kan vi se att medianen ges av samma numeriska virde:

™1 1
0.5:P(X<m):/ isinxdxzi(l—cosm) & cosm =0,
0

sa m = /2 &r den enda giltiga mdojligheten.

(b) Vi vill rdkna ut
N(t)
EY)=E|(> X
k=0

Eftersom den Gvre grinsen dr en stokastisk variabel for varje ¢ kan vi inte direkt flytta in
véantevirdet 1 summan utan vi far forsoka oss pa lagen om totalt vintevirde. Alltsa,

N(t)

0o N(t) 00 n
E(Y Xu| =Y E[D X Nt)=n|P(N(t)=n)=)_E (Z Xk> P(N(t) =n)
k=0 n=0 k=0 n=0 k=0

=Y (Z E(Xk.)> P(N(t)=n)=>_ g -nP(N(t) =n)
n=0 \k=0 n=0
_ g;]npuv(t) =n) = SB(N(t)) = %
Svar: (a) c=1/2 och E(X)=m =m/2 (b) %

1 n
6. (a) Lat Y, = — E Xp. Vi expanderar kvadraten och observerar att
n
k=1

E ((u — Yn)2> = E (1 = 2uYn + Y})) = 1 = 2uE(Y,) + E(Y;))
= =202 + V(Yy) + E(Y,)? = V(Y,),

dir vi utnyttjat att véntevirdesoperatorn #r linjér, Steiners sats, samt att E(Y,,) = pu.
Vidare géller att

1 — 1 & o2
V(Y,) =V <nZXk> = n2 ZV<Xk) = n
k=1 k=1
eftersom vi har en sekvens av oberoende likafordelade variabler. Vi kan nu se att
2 o?
E((,u—Yn) ) =7 o,
n

da n — oo, vilket var precis vad vi ville visa.



(b) Eftersom X > 0 sa géller att
E(X)= /_fox(x) dr = /Ooo;rfx(:v) dx > /aooa:fx(x) dx
> a/oo fx(x)dzr =aP(X > a)

da tathetsfunktionen givetvis &r icke-negativ och a > 0. Lite ommdblering visar att

BE(X)

a

P(X >a)<

Svar: (a) se ovan (b) se ovan.



