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Tentamen i matematisk statistik, TAMS79/TEN1 2019-01-17 (4h)

Hjélpmedel &r: minirdknare med tomda minnen och formelsamling ”Formel- och tabellsamling i ma-
tematisk statistik TAMS65 (Martin Singull)” och/eller formelsamling i matematisk statistik utgiven
av matematiska institutionen. Inga anteckningar i formelsamlingarna &r tillatna. Rimliga ordbo6cker
ar tillatna (till exempel svenska och persiska).

Varje uppgift dr vird 6 podng. For godkind tentamen ricker 15 podng. For betyg 4/5 réicker 20 re-
spektive 26 poéng (saledes tillrickliga krav). Noggrann motivering kriavs dér alla viktiga detaljer skall
motiveras. Approximationer ar tillatna om dessa &r rimliga och motiveras noggrant. Uppgifterna &r i
nummerordning.

1. (a) Lat A och B vara tva hindelser sa att P(A) = 0.4, P(B) = 0.6 och P(AN B) = 0.36.
Berikna P(AU B), P(AN B*) samt avgér om A och B &r oberoende.

(b) Visa att om C och D &dr oberoende héndelser med P(D) > 0 sa &r P(C | D) = P(C).

(c) I tre fabriker M, Ms och Msj tillverkas en speciell fosforsyraester for tveksamt bruk. Samt-
liga fabriker tillverkar en liter at gangen (for att minska risken vid en olycka) och forpackar
dessa individuellt i behallare (en liter i varje). Felrisken for en tillverkningsomgang (dvs for
en liter) vid M; dr 0.03, felrisk vid My &r 0.05 och felrisken for Ms dr 0.065. Pa en dag
tillverkar man 200 liter i M7, 150 liter i Mo och 300 liter i M3. Bestdm sannolikheten att en
vid dagens slut slumpmaéssigt utvald behallare, som visar sig innehalla en felaktig vétska,
kommer fran Ms.

2. (a) Lat X1 ~ N(1,v2), Xo ~ N(—1,v2), och X3 ~ N(0,1), vara oberoende stokastiska
variabler (V(X;) = V(XQ) = 2). Berdikna P(X1 + X2 — X3 < 2).
(b) Lat X ~ N(1,2) (V(X)=4). Bestdm a € R sa att P(X > a) = 0.98.
(c) Lat X; ~ N(1,2),i=1,2,..., varaen f6ljd av oberoende stokastiska variabler (V(X;) = 4).
Hur manga termer méste man ta med i ett medelviirde for att fa V(X)) < %?

3. Lat en Markovkedja ges av foljande diagram:

0.2

0.2

0.3

(a) Lat ingangssannolikheterna ges av p(0) = (0, 0.5, 0.5 ). Bestdm sannolikheten att efter tre
steg befinna sig i tillstand tva.

(3p)



(b) Bestédm sannolikheterna att befinna sig i de tre tillstanden efter lang tid. (3p)
4. Den stokastiska variabeln (X,Y’) har tdthetsfunktionen

2 -y
_ [ Eay+ e, 0<a<1,0<y <o,
Ixy(z,y) { 0, for ovrigt.

(a) Beriikna de marginella titheterna fx(z) och fy(y). Ar X och Y oberoende och vad blir
den betingade férdelningen fx |y —,(z)? (3p)

(b) Antag att vi har 10 oberoende variabler (X;,Y;),7 = 1,2,..., 10, var och en med férdelningen
ovan. Vad &r sannolikheten att hogst 8 av dessa uppfyller att Y; > X7 (3p)

5. Lat den stokastiska variabeln X ha tithetsfunktionen fx(z) = 4(2x — 23)/3 for 0 < x < 1
och fx(z) =0 for 6vrigt.

(a) Lat Y vara medelvirdet av 50 oberoende variabler med foérdelningen ovan. Vad dr sanno-

likheten att medelvirdet understiger 0.67 (4p)
(b) Lat A = 1/E(X) och definiera Poissonprocessen Z(t) ~ Po(At). Hitta det minsta talet a > 0
sa att P(Z(t) > 33) >0.90 da t > a. (2p)

6. Lat X, Xo, ... vara en foljd oberoende stokastiska variabler och lat X; ~ Exp(\) fori=1,2,...
Definiera Y;, = max{X;, Xo,..., X,,} forn=1,2,3,...

(a) Hitta tathetsfunktionen for Y, (om den existerar). (3p)

1
(b) Visa att Y, — % konvergerar i fordelning (ange dven den asymptotiska fordelningen). (3p)



Losningsskisser

1. (a) Om A och B ér oberoende sa d&r P(AN B) = P(A)P(B) = 0.24, men da P(AN B) = 0.36
sa kan inte A och B vara oberoende. Vidare géller att (se ett Venndiagram till exempel)

P(AuB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)=04+0.6 —0.36 = 0.64.
Ur till exempel ett Venndiagram till foljer det att
P(AnB*)=P(A)— P(ANB) =04 —-0.36 = 0.04.
(b) Direkt fran definitionen av betingad sannolikhet ser vi att

pe|p) =25 = HOPE) — po

ty C och D &r oberoende sa att P(C N D) = P(C)P(D).

(c¢) Det tillverkas totalt sett 650 liter pa en dag. Fran detta erhaller vi sannolikheterna att en
enhet producerats av en viss maskin: P(M;) = 200/650 = 0.308, P(M>) = 150/650 = 0.231
och P(M3) = 300/650 = 0.461. Lat T" vara héndelsen att enheten vi véljer ut ar defekt.
Enligt uppgiften géller nu att P(T'| M;) = 0.03, P(T'| M3) = 0.05 och P(T' | M3) = 0.065.

Lagen om total sannolikhet ger att hindelsen att en enhet vid dagens slut &r trasig blir
P(T) =0.308 - 0.03 + 0.231 - 0.05 + 0.461 - 0.065 = 0.0508.

Vi soker sannolikheten P(Ms | T'). Vi anvinder Bayes sats for ”vinda” pa betingningen:

P(T | My)P(Ms)  0.05-0.231

POLIT) = P(T) ~0.0508

= 0.227.

Svar: (a) 0.64, ej oberoende, samt 0.04 (b) se ovan (c) 0.227.

2. (a) Variablerna &r oberoende och normalfordelade, sa

Z=X1+X2—X3~N<1+<—1>+o, ¢<\@>2+<¢§>2+1).

Vi berdknar:
2/5-0
V5

(b) Lat Z = (X —1)/v/4 ~ N(0,1). Vi séker nu a € R si att

X -1 a—1 a—1 a—1
98 = P(X =P(—— =Pr(z =1-@
PN = PR NN

o (-4,

och ur tabell finner vi att —(a — 1)/2 = 2.055, eller a = —3.11.
(c) Vi vet att

P(Z <2/5)=® ( ) = ®(2/(5v/5)) ~ ®(0.179) = 0.571.

— 1< 4
X:n;Xin(O,\/;),

s& V(X) = 4/n. Det foljer att V(X) < 1/10 om n > 40. Det duger alltsi med n = 41.
Svar: (a) 0.571 (b) a =—-3.11 (c) n=41.



3.

4.

Vi stéller upp P och beriknar P3. Vi behover denna matris for att rikna ut p(3) = p(0)P3
(Chapman-Kolmogorov). Alltsa,

0.0 0.2 0.8 0.64 0.04 0.32 0.240 0.136 0.624
P=1| 04 02 04 P =1 036 0.12 0.52 P3 = 0.412 0.096 0.492
0.7 0.0 0.3 0.21 0.14 0.65 0.511 0.070 0.419

vilket medfor att

0.240 0.136 0.624
p(3) =p(0)P>=(0.0 05 05)-| 0412 0.096 0492 | =( 0.4615 0.0830 0.4555 ).
0.511 0.070 0.419

Eftersom kolumn tva har alla element skilda fran noll s& maste den asymptotiska fordelningen
vara en stationar fordelning, och dessa finner vi ur ekvationen 7P = 7. Vi erhaller da ekvations-
systemet (om vi ldgger till kravet att « dr en stokastisk vektor)

— 1o+ 0.4m +0.7m0 =0

o = 4m mo = 0.3944
0.2mg — 0.8m =0
= —3.6m +0.7m =0 <& m1 = 0.0986
0.8mg +0.4m — 0.7 =0
mo+m +me =1 mo = 0.5070

mo+m +m=1

Svar: (a) 45.6%. (b) Se m ovan.
(a) Vi beréknar de marginella tétheterna:

fX(x):;/Ooo(xy—kl)e_ydy:/PI/:z<[ (2y + 1)e ] +x/0°°e—ydy>

2
:g(l—i-a:), 0<z<l1,

samt

1 2 ny !
fY(y)—/(a?erl)eydx—?)ey[+ar] = —e y<2+1> 0<y<oo.
0
Vi ser att

Fe@)fr(v) = ge 1+ a) (§4+1) = SeV (g4 24 2y +20) £ f(2,0)

for de flesta punkter (z,y) i omradet, sa variablerna dr inte oberoende. Den betingade
férdelningen ges enligt definition av

flw,y)  xy+1  2zy+2
fy(y) g+1 y+2 "’

Ix|y=y(®) =

for 0 < x < 1 (och 0 < y < o0). Aven hiir kan vi tydligt se att variablerna ér beroende da
den betingade fordelningen endast reducerar till fx(z) da y = 1.

(b) Vi borjar med att berdkna sannolikheten att Y > X. For det dndamalet aker vi pa lite
partialintegration:

9 1 o 00
P(Y > X) / / (xy+1)e ydydac—g/ ([—(xy—i—l)e_y]w —/ :re_ydy> dx
0 T

2
:/(:v +z+1e  dr=--=>(4-8 ") ~0.705.
3/ 3



Lat p = P(Y > X) =~ 0.705 och lat N vara antalet av de 10 variablerna diar ¥ > X.
Eftersom foljden &r oberoende sa kommer N ~ Bin(10,p) och

P(N<8) =1—P(N >9)=1—P(N =9) — P(N = 10) = 0.8428

Svar: (a) Se ovan (b) 0.843.
(a) Vi anvinder definitionen och finner att

Y 4g (20 — 2?) 28

E(X)= 7 Tl de == =

(X) /0 3 “ 45

och L )

E(XQ)_/ (2w —a%) 4

) 3 9

Steiners sats implicerar nu att V(X) = E(X?) — E(X)? = 116/2025 ~ 0.0573. Enligt
centrala gransvirdessatsen géller att

50
1 28 116
Vi=—=> Xp "N\ 55—
50; k (45’ 2025-50)

Vi erhaller nu att

Q

N(0.622,0.0338).

0.6 —0.622

P(Y <0.6)~ ®
(¥ <0.6) < 0.0338

> =1— ®(0.651) = 0.2575.

(b) Poissonprocessen Z(t) har alltsa intensiteten A = 1/E(X) = 45/28 ~ 1.607. Vi stker ett
tal a sa att om ¢ > a ska P(Z(t) > 33) = 0.90. Om vi antar att ¢ ar tillrickligt stort for att
tillata oss att normalapproximera fordelningen f6r Z(t¢) sa erhaller vi att

t) — At 32—>\t>
<

0.90:P(Z(t)>33):1—P(Z(t)§32):1—P(Z(m <=7

32 -\t
~1—90 ,
(\/)\t)

sa vi forsoker 16sa

1-@(32_M):0.90 o @(-32_M>:0.90 & —SQ_Atzl.zs.
VAt VAt VAt

Lat u = VAt > 0. Vi vill da 16sa

uW?—128u—-32=0 < u~6.33¢clleru= —5.
6.332

= 24.9. For t > 24.9 sa bor san-

nolikheten vara uppfylld. Vi noterar ocksa att A\t ~ 6.332 > 15 sa normalapproximationen
var OK.

Svar: (a) Ca 0.258. (b) a = 24.9.

Endast v = 6.33 &r mojlig och resulterar i att ¢t =

a tersom X; ~ Exp sa ges fordelningsfunktionen av Fixy(x) = 1 —e ", x > 0, for
Ef X; ~ Exp()) sé férdelningsfunkti F 1 Az 0, fi
allai=1,2,3,... Vi soker fordelningsfunktionen Fy (y) fér Y och finner den genom

FY(y) :P(Y < y) :P(maX{X17X277XTL} < y)
= P(X; <yoch Xo <yoch -+ och X, <y)

=P(X; <y)P(X2<y)  P(Xn<y) = <1_6—Ay>n’

eftersom variablerna X; 4r oberoende. Vi kan nu derivera fram téthetsfunktionen:

fy(y) = CZ/ (1 — e*Ay)n — e M (1 B ef/\y)n_l .



1
(b) Lat Z, =Y — % Vi vill visa att Z,, konvergerar i férdelning. Alltsa,

1 1 1
FZn(z):P(anz):P(Y—T§z>:P<Y§z+T>:Fy<z+T>

— exp (—e_’\z) ,
da n — oo for varje z € R. Vi har nu visat att Z, 25 Z, dér Z har fordelningsfunktionen
Fy(z) = exp <—e*)‘z> for z € R.

Att detta dr en fordelningsfunktion foljer av att Fy dr viixande, Fz(z) — 0 da z — —oo,
samt att Fiz(z) — 1 da z — oc.

Svar: (a) fy(y) =ne ™ (1 — e_’\y)n_l
(b) Se ovan; asymptotisk fordelning: F'(z) = exp (—e‘Az), z € R.



