Kurskod: TAMSG65
Provkod: TEN1

MATEMATISK STATISTIK I FORTSATTNINGSKURS

Tentamen torsdagen den 15 mars 2018 kl 8-12

Hjalpmedel: Formelsamling i matematisk statistik utgiven av matematiska institutionen och/eller
formelsamling "Formel- och tabellsamling i matematisk statistik TAMS65 (Martin Singull)”. Inga
anteckningar i formelsamlingarna ar tillatet. Minirdknare med témda minnen.

Betygsgranser: 8-11 poéang ger betyg 3, 11.5-14.5 ger betyg 4 och 15-18 podng ger betyg 5.
Examinator: Martin Singull, Matematisk statistik, MAI

Resultatet meddelas normalt via LADOK inom 12 arbetsdagar.

Tydliga svar och motiveringar kravs till varje uppgift.

1. Ur ett stickprov omfattande 9 observationer fran N(u, 1), har man beriknat stick-
provsmedelvirdet T = 0.64. Berdkna ett tvasidigt 95% konfidensintervall for p. (1p)

2. For att undersoka effekten av kalkning av forsurade sjoar méttes pH i 8 sjoar, som
var ungefar lika stora men hade olika grad av férsurning. Méatningar gjordes dels
fore kalkning, dels efter kalkning:

Sjo 1 2 3 4 5 6 7 8
Fore kalkning 5.2 5.8 4.3 52 4.6 4.7 58 55
Efter kalkning 5.6 6.3 4.9 58 55 57 6.1 54

Undersok om kalkning gor skillnad, dvs. om det hojer pH-vérdet i sjdarna. Motivera
ditt svar med ett lampligt 95% konfidensintervall. Normalférdelning kan antas. (3p)

3. Lonen &r ofta kopplad till arbetslivserfarenhet. Lat y vara manadslonen for 50
civilingenjorer med arbetslivserfarenheten x ar.

z Y z Y z Y
7 26075 | 21 43628 | 28 99139

18 49727 | 20 41721 | 11 38371
11 33233 | 26 82641

(a) Man analyserar forst datamaterialet enligt modellen
Modell 1: Y =~y + vz + ¢

och far residualplotten for residualerna mot de skattade vanteviardena. Forklara
kortfattat vilken egenskap hos residualplotten som gor att man bor prova att
transformera datan. (0.5p)

Resultat modell 1: y = 11369 + 2141z,



VARIANSANALYS

il A d(7;) Frihetsgrader Kvadratsumma

0] 11369 3160 REGR 1 1.3239 - 1010

1|2141.3 160.8 RES 48 3.5851 - 10°
TOT 49 1.6824 - 100

Figur 1: Residualplot modell 1

(b) Transformera datan enligt z = Iny och betrakta modellen
Modell 2: Z =3y + fix+¢

dér e-variablerna antas vara oberoende och N(0,0).
Resultat modell 2: z = 9.84 + 0.05x,

VARIANSANALYS
i ‘ Bi d(@) Frihetsgrader Kvadratsumma
0] 9.84133 0.05635 REGR 1 7.2118
11 0.049978 0.002868 RES 48 1.1400
TOT 49 8.3519

och

i1 013372 —0.00628
(X°X) _(—0.00628 0.00035

e Hur skattas parametrarna [y och ;7 Visa att dessa skattningar ar vénte-
vardesriktiga. (1p)
e Verkar arbetslivserfarenhet ha betydelse for 16nen och i sa fall pa vilket
satt? Motivera ditt svar med ett lampligt 95% konfidensintervall.  (1p)
e Modell 2 innebir att lonen Y = efothiete yilket ger att E(Y) a efothre
om var(e) &r liten. Konstruera med hjélp av modell 2 ett 95% konfidensin-
tervall for detta approximativa virde pa E(Y) for en civilingenjor utan
arbetslivserfarenhet. (1.5p)



Figur 2: Residualplot modell 2

4. Betrakta en stokastisk variabel med foljande tdthetsfunktion

1
fx(z) = o/r

(a) Hérled maximum-likelihood-skattningen av u baserat pa ett stickprov om n
oberoende observationer av X. (2p)

(b) Bestam tathetsfunktionen for In X. (1p)
Ledning: Om Y = g(X) sa géller att Fy(y) = P(Y <y) = P(g(X) <y) =
P(X <g7'(y) = Fx(97' ()

(¢) Avgor om maximum-likelihood-skattningen av p ar vintevirdesriktig samt be-
stam dess varians. (1p)

e_(ln’”_“)g, x> 0.

5. For att studera effekten av en viss typ av antirokpropaganda genomférs ett forsok
pa foljande sdtt. Innan propagandan sitts in skattar man andelen rokare i den
aktuella populationen till 24% med hjalp av ett stickprov omfattande 158 individer.
Sedan propagandan genomforts konstaterar man for ett annat urval omfattande 212
individer att 44 ar rokare.

Skatta effekten av antirokpropagandan med ett 95% konfidensintervall. (3p)
6. En mindre industri har noterat en uppgang i antalet storre bestéllningar och fun-

derar pa att eventuellt anstilla mer personal. Under senaste manaden har man fatt
32 bestallningar.

Lat antalet bestéllningar under ¢ manader vara en stokastisk variabel X ~ Po(\t).

Om A\ > 25 anser man sig behéva mer personal.

(a) Prova pa nivan 5% hypotesen Hy: A =25 mot Hj : A > 25. (1.5p)

(b) Under hur ménga manader framéat i tiden behéver man rékna bestéllningar
om man vill genomféra hypotesprovningen i (a) och man vill att styrkan for
testet ska vara minst 90% om \ = 35. (1.5p)

Lampliga approximationer far anvindas i bade (a) och (b).
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1.96
1. (a) I, = (f:pzo,gm%) — <97;:|: ZO;”) — <0.64:F T) — (—0.01; 1.29)

o 3.92
(b) [, =2- 20.975% = <

1 = n>392%=15.37, dvs vilj n > 16.

2. Fore kalkning: z; dr en observation fran X; ~ N(u;,01), @ = 1,...,8, samt
Efter kalkning: y; dr en observation frén Y; ~ N(u; + A, 03),i=1,...,8.
Bilda differenserna Z; = Y; — X; ~ N(A,0), i = 1,...,8. Vi vill testa hypotesen

Hy: A=0 mot H;:A >0, panivan 5%,
genom att bilda ett 95% konfidensintervall for A pa formen In = (a ; o0).

A = z = 0.525 som #r en observation fran Z ~ N (A, 7

%)

, dir vi skattar o2 med

1
2 - _— 8 4—_2:
e 51 > (2 — Z) 0.119.

s/V/8

Z
Stang in hjilpvariabeln ~ t(7) uppat enligt 95% = P ( S

vilket ger intervallet
s
In=\(z—-t 7)—; oo | = (0.2945 ; o0).
s= (7t ) = )
Alltsa, kalkningen hojer pH i sjbarna med stor sannolikhet.

3. (a) Vi har foljande

n

- 1 —(Ina;—p)? -n - 1 N naz;—up)?
=1 ; ? e 3

=1

() =InL(p) = —glnﬁ +In (H %) — Z(lnxi — 1)?

. 1
(1) — 2(nz; — p) = h== Inz,
() =0+0+ ;1 (Inx; —p) =0 ger ;i - 5 nx

vilket &r maximum-likelihood-skattningen eftersom (/1) = —2n < 0.



4.

D.

(b) Vihar att Fy(y) = P(Y <y)=P(lnX <y) = P(X <e¥) = Fx(e¥) som ger

fy(y) = iFy(y) =e'fx(e¥) =¢Y ! e~ (nev=—p)® _ Le’(y’“)z, —00 < Y < 00.

dy evy/m NZS
Vi ser direkt att detta ar tathetsfunktionen fér en normalférdelning med vén-

1
tevirde p och standardavvikelse 1/ V2,dsv. Y =InX ~ N <u, E)

1
(c¢) Fran (b) har vi att E(In X;) = p och var(In X;) = 7 Skattningens véntevirde

och varians blir

1 n
=E|l-) InX; ElX:— antevardesrikti
(n ; n > Z n n-p=p (vintevardesriktig)

1 1 1
var (i) —Var( ZlnX) —/ober/— Zvar ; :n_ neg =g

l
2

(Man kan ocksé 16sa uppgiften direkt genom att berdkna véntevérde och vari-
ans for In X fran tathetsfunktionen fx(x).)

Lat p; = andelen rokare fore propagandan och p, = andelen rékare efter propagan-

4
dan. Vi har da att p; = 0.24 och p, = 312 ~ (0.21. Vidare ar 1 = n1p; = 38 en ob-

servation fran X; ~ Bin(ny, p1) &= N(nip1, /nipi(1 — p1)) eftersom nypi (1 —py) =
28.8 > 10, och pa samma sitt zo = 44 en observation fran X, ~ Bin(ng, ps) =~
N (ngpa, \/Map2(1 — ps)), dér ny = 158 och ny = 212.

p1—p2 = 0.03 ar en observation fran P,— P, ~ N <p1 — o, \/p1( P) + Pa p2)>

(sl %)
och hjalpvariabeln blir

ﬁl —ﬁ2 - (Pl —p2)
\/131(1 _B) ) Py(1— By

~ N(0,1)

nl No

vilket ger intervallet

A (1 —p Do (1 — p
Ipy—p, = | D1 —D2F Zo.975\/p1< - P) + Pa( - P2) = (—0.06; 0.12),
1 2

dar zp.975 = 1.96. Alltsa, vi kan inte sdga att antir6kpropagandan gor nagon skillnad.

(a) ¥ = 32 &r en observation av X ~ Po()\) = N(A, V) om A > 15. Vi skattar \
med \ = z.



Teststorhet: © = 32, och forkasta Hy om 2 > ¢ (pga. Hy), dvs.

c—25
5% = P(X > com Hg dr sann) = P(X >com A =25)~1—® ,
0 ( 0 ) ( ) <\/2—5>

— 25 — 25
vilket ger 95% = @ <C E ) ger ¢ = 1.645 och ¢=33.2.

Men, z = 32 < 33.2 = ¢, Hj kan inte forkastas.

Under de t ndrmaste manaderna far man y bestéllningar. Den sv. Y ~ Po(\t) =
N (Xt,V/Mt)

Teststorhet: y, och forkasta Hy om y > b (pga. Hy), dvs.

b — 25t
5%:P(Y>bom)\:25)%1—<1)( 5>

v/ 25t
b— 25t b— 25t
och 95% =® med ——— =1.645. (%
O ( N ) N *)

Styrkan ger ocksa att

b — 35t b — 35t
90%:P(Y>bom)\:35)s1—<l>< ):q)(_ ),
35t 35t

b — 35t
V35t

Ekvation (x) och (%) ger t = 2.5, dvs. man ska méta under minst 2.5 méanader.

med —

= 1.282. (%)




