Kurskod: TAMSG65
Provkod: TEN1

MATEMATISK STATISTIK I FORTSATTNINGSKURS

Tentamen tisdagen den 27 maj 2014 kl 14-18.

Hjalpmedel: Formelsamling i matematisk statistik utgiven av matematiska institutionen och/eller
formelsamling ” Formel- och tabellsamling i matematisk statistik TAMS65 - vt 2014 (Martin Sin-
gull)” (formelsamlingen ska ha en vattenmarkering TAMS65 - vt 2014 i bakgrunden pa varje
sida). Inga anteckningar i formelsamlingarna &r tillatet. Minirdknare med témda minnen.
Betygsgranser: 8-11 poéng ger betyg 3, 11.5-14.5 ger betyg 4 och 15-18 poéng ger betyg 5.
Examinator: Martin Singull, 013-281447

Resultatet meddelas normalt via LADOK inom 12 arbetsdagar.

Tydliga svar och motiveringar krivs till varje uppgift.

1. Ur ett stickprov omfattande n = 25 observationer fran N (yu, o)-fordelning har man
beriéknat stickprovsmedelvirdet & = 1.1070 och stickprovsvariansen s = 2.6302.
Beriakna ett uppat begriansat 95% konfidensintervall for p. (2p)

2. En fabrikant vill jamfora tre olika sorters lim och gor darfor likvirdiga forsok, déar
hallfastheten hos en viss typ av limfogar bestdms. Resultat:

Stickprovs-
standard-
Sort  Observationer Medelvarde avvikelse
1 291 3.02 297 283 295 288 3.07 2.88 2.9388 0.0797
2 2.78 290 297 295 282 299 288 297 2.9075 0.0767
3 3.04 329 332 321 330 344 3.33 3.47 3.3000 0.1340

Det &r inte sjalvklart att stickproven har samma standardavvikelse men vi antar
dnda modellen att sort nr ¢ ger observation z;;, j =1, ..., 8, dér X;; ~ N(u;,0) och
dédr de olika stokastiska variablerna X;; dr oberoende.

a) Gor parvisa jamforelser mellan véntevardena med hjilp av ldmpliga konfi-
densintervall vart och ett med konfidensgraden 99%. (2p)

b) Konstruera ett 99% uppat begrinsat konfidensintervall for variansen o2. (1p)

3. Lat zq, ..., 2, vara oberoende observation fran en normalférdelad stokastisk varia-
bel med viintevirde noll och standardavvikelse v/20. Hirled maximum-likelihood-
skattningen av o och undersok om den #r vintevirdesriktig. (3p)

4. Vid ett avloppsreningsverk i laboratorieskala genomfordes en serie experiment for
att faststilla hur fosforreduktionen (y) métt i procent beror av avloppsvattnets
pH-virde (x). Foljande resultat erholls:



observation pH-vérde (z) Fosforreduktion (y)

1 9.2 86.5
2 9.9 93.0
20 10.0 93.6

Data har analyserats enligt modellen
Y = B+ iz + Boz® + ¢

dar e-variablerna ar oberoende och normalfordelade med vantevarde noll och stan-
dardavvikelse o.

Skattad regressionslinje: y = —495 + 115z — 5.6122

» N - VARIANSANALYS

¢ ‘ Bi d(6:) Frihetsgrader Kvadratsumma
0] -494.65 82.84 REGR ? 1526.65

1] 114.54 15.43 RES ? 172.03

2 | —5.6061 0.7128 TOT 19 1698.68

678.1636 —126.2110 5.8116

(X'X) = | -126.2110 235343 —1.0858

5.8116 —1.0858  0.0502
a) Hur manga frihetsgrader har kvadratsummorna REGR och RES? (1p)
b) Testa pa nivan 1% om andragradstermen behovs i modellen. (1p)

c¢) Vilken fosforreduktion kan man forvénta sig i genomsnitt da avloppsvattnet
har pH-virde 9.6. Konstruera ett lampligt 95% intervall. (2p)

. I en lada finns tva typer av radioaktivapreparat. De bada typerna emitterar i ge-
nomsnitt 3 respektive 4 partiklar per sekund. Nagon har tagit bort etiketterna pa
preparaten, sa de ser exakt likadana ut. En person tar ett preparat. Innan hon
anvander det vill hon undersoka vilken typ det dr. Med hjilp av en réknare finner
hon att 107 partiklar emigreras under 30 sekunder. Partikelemissionen férutséitts
ske enligt en poissonprocess med intensiteten A per sekund.

a) Prova hypotesen Hy : A = 3 mot H; : A = 4 med ett test som approximativt
har signifikansnivan 5%. (1.5p)

b) Beriikna testets styrka for A = 4 och tolka resultatet. (1.5p)
. Antag att X ~ Bin(n,p). Sannolikheten p skattas med p som &r en observation
X N -
fran den stokastiska variabeln P = —. Vidare géller att E(P) = p och var(P) =
n
p(1 = p)

n
L S PA-P)
Som en skattning till var(P) anvinds ofta ————=. Hérled véntevirdet for detta
n
uttryck och ange dérefter en véantevirdesriktig skattning av var(P). (3p)
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1) Hjélpvariabel g t(24). Sténg in, 16s ut p och ersitt med data ger intervallet

S/V/25

I, = ( 00, T+ To.95(24) f) — (—00,1.66)
W—/S _

=1.71

Tst + Ts3 + Ts3

= 0.0101
51 0.0101 =

_ 1 1 )
2a) Iy, = (x, — T F toges(21) s - + n_j> dar s? =
—2.83

s = 0.1005 med df = 21 frihetsgrader och ny = ny = n3 = 8.
1 1
Ly = (70— 7 F 2.830.1005 =+ g) — (7 — 7; F 0.1422)

1, —, = (0.0313 F 0.1422) ingen skillnad
Ly = (—0.3612 F 0.1422) 15 > 11y
Lp—ps = (—0.3925 F 0.1422) pi5 > pi»

Lim nr 1 och lim nr 2 ar likvirdiga, medan nr 3 &r béattra d&n bade 1 och 2.

2

b) Hjélpvariabel x%(21). Sténg in, 16s ut u och ersiitt med data ger intervallet

92152 0.2121
[.= — (o — (0,0.0239
o ( c) (’8.89) (0,0.0239),

dir ¢ = x2,,(21) = 8.89.

3a) 21, ..., 2, oberoende observationer fran Z; ~ N(0,v/2¢). Likelihood-funktionen &r

2

1 T — iy —n -1 n z.2
H)= (m) [Jeo = (amoty it

2y _ 2y _ n 9 1 9
l(a)—lnL(a)——iln (4m0?) z; —konst.—aln(a)—@;zi
ol
do2 2 02 02 2 Z
ol 5 1 9 ol n 1
207 0 = o= o 2 z; max eftersom D(02)? |g2s2 =-3 G2 < 0.




b)

4a)
b)

ba)

Anviind att E(Z?) = var(Z;) + (E(Z;))? = var(Z;) = 20?2 eftersom E(Z;) = 0. Vi
har alltsa

) 1< 1< 1<
E(UZ):E<%ZZE>:%ZE(,Z?):%;202:02,

=1 i—1
det vill siga 62 #r en vintervirdesriktig skattning av o2.
dfregr =k =2 och dfgps =n—k—1=17
Bilda konfidensintervall for parametern Js.
Iy, = (Bg F t0.905(17) d(BZ)) = (—5.6061 F 2.90 - 0.7128) = (—7.6732, —3.5390)

=2.90

Det verkar som om (35 # 0 och alltsa gor andragradstermen nytta i modellen.

Bilda konfidensintevall for ' = (1 9.6 92.16)/.
12 a0
Hjalpvariabeln up—up ~ t(17) ger intervallet
sv/u' (X' X)) u
Lwp = ( u'B :|:t0,975(17)sw/u’(X'X)—1u> — (86.1,90.5),
N~~~ N—— _
—88.2758 =2.11
o ) , 17203 o
dar variansen o skattas med s* = T 10.1194 och v/(X'X)~'u = 0.1069.

(Om man har rdtt uttryck for konfidensintervallet Lyg sa far man 2p)

Hy: A=3mot Hi: A=14
Vi har att X ~ Po(30\) &~ N (30, v/30)). Vi skattar A med A som &r en observation

fran den s.v. \ = £ N ()\, i)

30 30
o . A—3
Nar Hy édr sann géller att Z = ~ N(0,1).
\/3/10
107
Vidare ar det observerade virdet z = 303/10 = 1.80 och vi forkastar Hy om

2> = 2995 = 1.645. Alltsa, kan H, forkastas pa nivan 5%.

Styrkan for A = 4 ges av

5 A i 4
h(A=4)=P S 645 diA=4) =P [3>35202dd Ax N (4, 4/
V/3/10 30

—1-a (%) =1 —®(—1.314) = & (1.314) = 0.9056

V/4/30

vilket &r en bra styrka.




6) Vi har att

och

n n n?
vilket &r néra p(lT—p) for stora n.
En véntevardesriktig skattning av Var(l/D\) = p(ln— ) ar alltsa % eftersom
B (18(1 - 13)) _pl-p)
n—1 n



