Kurskod: TAMSG65
Provkod: TEN1
MATEMATISK STATISTIK I FORTSATTNINGSKURS

Tentamen tisdagen den 8 juni 2010 kl 14-18.

Hjdlpmedel: Formelsamling i matematisk statistik utgiven av matematiska institutionen samt
minirdknare med tomda minnen. Inga anteckningar i formelsamlingen &r tillatet.
Betygsgranser: 8-11 poéng ger betyg 3, 11.5-14.5 ger betyg 4 och 15-18 poéng ger betyg 5.
Resultatet meddelas via LADOK.

1. T samband med nya miljoskyddsnormer skulle inféras ville man undersoka hur
manga foretag som redan upfyllde de nya normerna. Man undersokte dérfor 100
slumpvis valda foretag med minst 100 anstéllda samt 200 slumpvis valda foretag
med hogst 10 anstéllda.

Foretagstyp ‘ Uppfyller norm Uppfyller ej norm

< 10 anstéllda 113 87

> 100 anstéllda 74 26
Testa pa 5%-nivan om det finns nagon signifikant skillnad mellan sma och stora
foretag. (2p)
2. Lat xq,...,x, vara ett stickprov av storleken n > 2 av oberoende observationer fran

en stokastiskt variabel X med viintevirdet E(X) = p och variansen Var(X) = o2

Antag att vi har foljande tva skattningar av vantevardet p

N 1 & R T+ 2y

ulzgzlxi och [i, = 12 )
a) Visa att bada skattningarna ar véntevérdesriktiga. (1p)
b) Vilken skattning ér effektivast? Motivera ditt svar. (1p)

¢) Ar nagon av skattningarna en konsistent skattning av u?

Motivera ditt svar. (1p)

3. Under perioden 2001-01-01 till 2010-01-01 (alltsa under 10 ar) intraffade det 157
storre dagsnedgangar (nedgangar storre édn 2.5%) for indexet OMX Stockholm 30.
Antag att sadana nedgangar intréiffar enligt en Poissonprocess med intensiteten A
nedgangar per ar.

a) Punktskatta A. (1p)
b) Konstruera ett tvasidigt konfidensintervall for A under den aktuella tidsperioden
med konfidensgraden approximativt 0.95. (2p)



4. Att rokning kan vara skadligt for hélsan tror de flesta pa. Pa 1970-talet gjordes flera
studier for att pavisa skadligheten till foljd av rokning. Nedanstaende datamaterial
kommer fran en sadan understkning.

Data Display

Fow Country x x1l ¥ X2
1 TUak 3900 39,0 256,99 1
Z Canada 3350 33,5 El11,6 1]
3 hustralia 3220 32,2 238,1 n
4 HNew Zealand 3220 32,2 Z211.,8 n
L United Hingdom 2790 27,9 194.1 1]
&  Switzerland 2780 27,8 1lz24,5 1
7 TIreland 270 27,7 187,35 i
§ Iceland 2290 22,9 110,5 1
9 Finland 2160 21,6 E35,1 1

10 West Germany 1890 15,9 150,3 0
11 Netherlands lslo0 18,1 124,77 n
12 Greece laoo 18,0 41,2 1
13 Austria 1770 17,7 182,1 1]
14 Eelgium 1700 17,0 118,1 1
15 Mexico lad0 16,5 31,9 1
16 TItaly 1510 15,1 114,53 1
17 Denmark ls00 15,0 144,9 1
15 France 1410 14,1 29,7 1
19 Sweden 1270 12,7 126,99 n
20 Spain lzoo 12,0 43,9 1
21 Norway lo2o0 10,9 136,3 1]

Vi har att

xr = genomsnittlig cigarettkonsumtion per vuxen och ar,
xr1 = /100,
r9 = 1 for medelhavslénder och Mexico, 0 annars,

y = dodligheten i kranskarlssjukdomar per 100 000 invanare i aldern 35-64 ar.
Data har analyserats enligt modellen
Y = Gy + Biwy + faws + €,

dér e-variablerna dr oberoende och N(0, o)-fordelade. Nedan finns en Minitab ana-
lys for modellen.



Regression Analysis: y versus x1; x2

The regression equation is
¥ o= 76,2 + 4,08 x1 - 80,1 =2

Predictor Coef 3E Coef T
Constant 76,22 26,71 2,858
xl 4. 083 1,077 31
xa -g80,0%9 19,94 -4,0z2

3 = 34,8508 R-3q = 75,3% R-Sqiadi) = 72,6%

inalysis of Variance

Eource LF 53 M3 F
Fegression 2 B6746 33373 27,48
Besidual Error 18 Z1862 1215

Total 20 55605

a) Tyder analysen pa att cigarettkonsumtionen kan ha betydelse for dodligheten i
kranskarlssjukdomar? Motivera ditt svar med ett lampligt konfidensintervall eller
test pa nivan 0.05. (1p)
b) Ar det skillnad pa dédligheten f6r medelhavslinder och andra linder? Motivera
ditt svar med ett lampligt konfidensintervall eller test pa nivan 0.05. (1p)

c) Konstruera ett 95% prediktionsintervall for dédligheten i kranskérlssjukdomar
for ett medelhavsland med cigarrettkonsumtionen 3500 cigaretter per vuxen och ar.

0.587558 —0.0223965 —0.247131
(X'X)"'= [ —0.022397  0.0009553  0.007875
—0.247131  0.0078755  0.327424

(2p)
. Lat xq, ..., x, vara ett stickprov fran en stokastisk variabel X med tathetsfunktionen
fz) = e @72 for o> 3y > 0,
dér A ar en okdnd parameter och x; en kidnd konstant.
a) Skissa téthetsfunktionen och forklara vad det &r f6r nagon. (1p)
b) Skatta A med maximum-likelihood-metoden. (2p)

. En autoregressiv modell av 1:a ordningen (en AR(1)-modell) &r en enkel modell
som ger mojlighet att utfora prognoser av framtida variablers utfall. Modellen ges
av uttrycket

Xt_MZQ(Xt—l_N')_FEt ff)rt:LQ,...,

dér p = E(X;) och ¢; ar oberoende med &, ~ N(0,0) for alla ¢.

3



Man kan visa att kovariansen mellan variabler i foljden berédknas enligt

o2
1— 62

Kov(X;, Xoqx) = ol for k=0,+1,+2,...

1 3
Antag att 0 = 3 och 0? = 7 Berdkna virdet pa konstanten ¢ sa att
P(X; —c< Xy < Xy +¢) =0.95.

(3p)



Kurskod: TAMS65
Losningar
MATEMATISK STATISTIK I FORTSATTNINGSKURS

Losningar till tentamen tisdagen den 8 juni 2010 kl 14-18.

1. Homogenitetstest med foljande tabell.

Foretagstyp Uppfyller norm  Uppfyller ej norm n;
< 10 anstéllda Ni; =113 Nip = 87 200
200p; = 124.67 200p, = 75.33
> 100 anstéllda Noy =74 Noy = 26 100
100p; = 62.33 100py = 37.67
N; 187 113 n = 300
~ 187 113
1= 300 P2 = 300
Detta ger nu teststorheten
2 2 nip;)
T — (Nij — nip;)”
DR

(11 —12467) | (87-7533) (7462337 (26— 37.67)
124.67 75.33 62.33 37.67

Forkasta hypotesen att det skulle vara lika om 7' > ¢ diir ¢ fas ur en x*((2—1)(2—1))-
tabell, dvs. ¢ = x3 45(1) = 3.84. Vihar alltsa 7' = 8.7 > 3.84 = ¢, dvs. forkasta likhet.

~ 8.7.

Med stor sannolikhet sa verkar det finnas skillnad.
2. Lat M\l och M\z vara
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Alltsa, for n > 2 sa har vi Var <J\/4\1> < Var (]\72) vilket ger att skattning 1 (]\71)

ar effektivast.

c) Bada skattningar &r vvr, se a). Vidare géller att

— e 2
Var <M1> — 0 nirn — o och Var (M2> = % for alla n.

Alltsa, ]\//Tl ar en konsistent skattning av g men ]\/4\2 ar det inte.

. Lat Xjy = antalet nedgangar pa tio ar. Vi har da att X;9 ~ Po(10)), dar A\ ar det

forvintade antalet nedgangar per ar. Vidare sa har vi en observation z1y = 157.

< 157
a) En punktskattning av A ar A = 11’_100 =10 = 15.7.

b) X1 ~ Po(10X) &~ N(10A, v10)) eftersom 10\ > 15. Detta ger hjilpvariabeln
Xy0 — 10A
X0 100 Vo),
V10

vilket ger approximationen

X0 — 10N Xp0— 10X
0 _ 2 ~ N(0,1).
V107 VX

Stéang in hjdlpvariabeln enligt

0_95:P(_G<X1L10)‘<a)
VX1

:P(l_l() <X10_a\/X_10) <)\<i(X10+a\/X_10>),

10

dir a = 1.96 fas ur en Normalférdelningstabell pa 97.5%. Vi har nu konfidensinter-
vallet for A som

I = (% (210 T a\/x_lo)) — (13.2,18.2).

~

b — B

. S \/ hll
Vi har att d(f;) = sv/hy1 = 1.077, dvs. konfidensintervallet blir

. a) Bilda Is,. Hjélpvariabel ~ t(18).

I, = ( B Ftoogrs(18) sv/hiy ) = (4.083 F 2.262) > 0.
=4.083 =2.10 =1.077

Ja, cigarettkonsumtionen verkar ha betydelse.




A

fo — B2
R SV hao
Vi har att d(B2) = sv/hoy = 19.94, dvs. konfidensintervallet blir

I, = ( 2 F2.105y/hay) = (—80.09 F 41.87) < 0.
=—80.09 =19.94

b) Bilda Ig,. Hjdlpvariabel

~ t(18).

Ja, medelhavsldnderna (och Mexico) har farre déda i kranskérlssjukdomar.

c¢) x = 3500 ger z; = 35 och medelhavsland ger z5 = 1. Lat den &nnu ej observerade
stokastiska variabeln Yy vara
Yo = fo + 3561 + 2 + 0 = /B + &,
dér eg ~ N(0,0) och uw = (1, 35, 1)".
Voo wp .
~ t(18), dir B = (o, b1, P).
SV/1+uw(X'X) u 18) (Bo: fr, o)

Vi har nu att w/(X'X)"lu = 0.5745 och s = 34.8508 vilket ger efter instéingning av
Y, intervallet

Bilda nu Iy,. Hjilpvariabel

Iy, = ( w'B Floors(18) 5\/1 i UI(X/X)AU) =229 (Valdigs bngs.)
—— == - T
=139.04 =2.10 :4?’:73

5. a) f(x) = Xe @m0 for x> 2, >0

. L
il w_t

bt

f(z) ar tathetsfunktionen for en trunkerad exponentialférdelning (trunkerad vid z;).

b) Likelihoodfunktionen ges av

L()\) - H f(ajz) = H )\6_)‘(%_“) = )\ne_)‘z:?:l(l’i—ﬂﬁt)
=1

=1

med log-likelihoodfunktionen

[A)=InL(A\) =nln\— )\En:(xz — 1y).



Derivera map. A och 16s ekvationen

MZE—Z(%—%)ZO

d\ A
=1
vilket ger
n = . n
= = x; —xy) och \=———.
A ;< % > iy (i — )
Alltsa, vi har att

Vidare har vi att
d?l(N) n
e - e~V

vilket ger att A &r maximum-likelihood-skattningen.

1 3
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2 AN AT
KOV(Xt7Xt+k) = 1 — ‘926“6‘ = %()2 <_) = <_> for k = 07 il: B

Vi vill nu berdkna c sa att

0.95 = P(Xt —c< Xt+1 < Xt + C) = P(—C < Xt+1 - Xt < C)
=Y
=P(-c<Y <¢),

déar Y ar en linjarkombination av normalférdelningar enligt
X
Y:Xt+1—Xt:<—1, 1)<Xt )
t+1

: : ) X
Kovariansmatrisen for vektorn ( b ! ges av
t+1

X (
Ko =
" ( X1 ) ( (
och alltsa har vi att E(Y') = 0 och

Var(Y) = (-1, 1) (

Konstanten ¢ bestdms nu ldtt genom
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P(—c<Y <¢)=0.95, diarY ~ N(0,1),
dvs. ¢ =1.96



