Kurskod: TAMSG65
Provkod: TEN1
MATEMATISK STATISTIK I FORTSATTNINGSKURS

Tentamen tisdagen den 9 mars 2010 kl 14-18.

Hjilpmedel: Formelsamling i matematisk statistik utgiven av matematiska institutionen samt
minirdknare med tomda minnen.

Betygsgranser: 8-11 poéng ger betyg 3, 11.5-14.5 ger betyg 4 och 15-18 poéng ger betyg 5.
Resultatet meddelas via LADOK.

1. En modell for dagsavkastningen (D) hos en aktie &ar att den &r log-normalfordelad,
dvs. att

U=InD~ N(u,o0).

For logaritmen av dagsavkastningen, u; = Ind;, © = 1...,58, hos Ericsson B de
senaste tre manaderna dr medelvirdet @ = 8.424 - 10~* och stickprovsstandardav-

vikelsen s, = 0.0117.
a) Bilda I,,, dvs. ett konfidensintervall for p, med konfidensgraden 95%. (1p)

b) Observationerna har f6ljande klassindelning.

Klassindelning Antal u;
u; < -0.02 1
-0.02 < w; < -0.01 9
001 < u < 0 18
0 < wuw; < 001 18
001 < w < 0.02 8
0.02 < 4

Understk med ldampligt x2-test (niva 0.05) om det verkar rimligt att anta att loga-
ritmen av avkastningarna &r normalférdelade. (2p)

. Ett foretag erbjuder olika former av logistiska l6sningar som involverar transport
och distribution. De vill nu hitta den effektivaste av tre olika transportmetoder och
méter darfor tiden ”dorr till dorr”, dvs. tiden det tar fran avséndare till mottagare,
for ett antal jamforbara och oberoende transporter. Resultat (i timmar):



Kurskod: TAMS65
Losningar
MATEMATISK STATISTIK I FORTSATTNINGSKURS

Losningar till tentamen tisdagen den 9 mars 2010 kl 14-18.

1. a) Skatta y med i = u = 8.424-107* och ¢ med s,, = 0.0117. Eftersom U; ~ N(u, o)
sa giller att u dr en observation fran

()

Hjalpvariabel ges av

och

U—p
P(—a< <a)=0.
( a_Su/\/ﬁ_a) 0.95

dér n = 58 och a fas ur en t(57)-tabell, a ~ 2.00. Vidare &r

_ Sy _ Sy
P —a—=< u < — ] =0.
(U a\/ﬁ_u_U%—a\/ﬁ) 0.95

och konfidensintervallet

s 0.0117
I,=(auFa—2|=(8424-10"*F2.00
g ( ﬁ> ( V58

b) Skatta y med i = @ = 8.424-10~* och o med s, = 0.0117. Beriikna sannolikhe-
terna for varje intervall enligt

> = (—0.0022, 0.0039) .

0.0117
=1—®(1.78) = 1 — 0.9625 = 0.0375,

p2 =P (—0.02 < U < —0.01) = ®(—0.93) — B(—1.78)
= ®(1.78) — ®(0.93) = 0.9625 — 0.8238 = 0.1387,

—0.02 — 8.424 - 1074
plZP(U<—0.02):<I>( >

OSV.

Observationerna har foljande klassindelning.



Klassindelning Antal u; = N; Di np; = 58p;
u; < -0.02 1 0.0375 2.175
-0.02 < w; < -0.01 9 0.1387 8.045
001 < wu < 0 18 0.2959 17.162
0 < wu < 0.01 18 0.3102 17.992
001 < wu; < 0.02 8 0.1661 9.6334
0.02 < wy 4 0.0516 2.993

Forvéntade antalet i klass nummer ett (u; < —0.02) och sex (0.02 < wu;) &r for
litet (< 5), sa sla ihop klasser.

Klassindelning Antal u; = N; i np; = 58p;
u; < -0.01 10 0.1762 10.220
-0.01 < w < 0 18 0.2959 17.162
0 < u < 0.01 18 0.3102 17.992
0.01 < 12 0.2177 12.627
Teststorhet
. —-n
T = Z ) _ . ~o07n
i=1

Forkasta hypotesen om normalférdelning om 7' > ¢ dér ¢ fas ur en x*(4 — 1 — 2)-

=1
tabell, dvs. ¢ = 3.84. Forkasta inte hypotesen om normalférelning.

a) Hy: 0, = 0; for ¢ # j mot H, : 0; # o, pa nivan 0.05.
Teststorhet v = s7/s7 ér en observation fran den s.v.
V=—t~F(;—1mn;—1) under Hy.

Forkasta Hy om v < a eller v > b, diar a och b fas ur en F-tabell.

Ex.i=1,7=2 wv=s?/s3=0.936.

1 1 1
0.025:P(V<aomVwF(lO—l,S—l)):P<— < VomvwF(ZQ))
11

a
(<5 om g~ F09)

1 1 1
0.975 (V S om v F(7,9))

<|~

F(7,9)-tabell ger 1/a = 4.20 dvs. a = 1/4.20 = 0.24.

0.025 =P(V >bom V ~ F(9,7))



F(9,7)-tabell ger b = 4.82. Alltsa, a = 0.24 < v = 0.936 < 4.82 = b och forkasta
inte Hy. Pa samma sitt och samma slutsats for de tva andra testen.

b) Skatta o med

2 9sT + 7s3 + 8s3

= 3.4648.
9+7+8
Frihetsgrader 9 + 7 4+ 8 = 24.
Hjalpvariabel
K- X — (i — g
]1(ILL1 /JLJ)Nt<24>
Sy/+ =

som ger konfidensintervallen

_ _ 1 1
[ui—uj =% —T; F t0.99(24)s o + R
i J

dér tp.99(24) = 2.49. De tre konfidensintervallen blir nu

1 1
Ly = (15.00 — 18.8475 F 24934648 | - + §>
= (—6.05, —1.65) < 0,
Ly = (0.49,4.75) > 0,

Lip—ys = (4.22,8.72) > 0.

Alltsa, det &r troligt att us < py < po dvs. metod 3 ér effektivast.

. a) Hy: [y =0mot Hy : B # 0 pa nivan 0.05.

Teststorhet

QU —QE)/p (52214508 — 19028699)/1 _ . .

0D = (k+p)—1) 19028699,/76

som ar en observation fran den s.v.

(1 ~H)

res Tes 1
V= ( o )/ ~ F(1,76) under Hy.
Qres/76

Forkasta Hy om v > ¢ dér ¢ fas ur en F(1,76)-tabell, ¢ ~ 3.99.

v =132.5 > 3.99 = ¢, Forkasta Hy. Den kvadratiska modellen &r béttre!




b) Bilda Ig,. Skatta (3 med 33 = —278 och o med s = 500.377.

Eftersom den s.v. (5 ~ N(fs,0v/hs3) bilda hjilpvariabeln

B3 — B
Sv/hs3

~ t(76).

Konfidensintervallet blir da
Is, = (Bs F toors(76) sv/hay ) = (—278 F1.99 - 111.9)
—— N —

~L99  —g(B3)=111.9

= (—500.9, —55.3) < 0.

Ja, det verkar finnas skillnader mellan mén och kvinnor (kvinnor far firre cancer-
diagnoser).

c¢) Prediktionsintervallet ges av Iy, = (2361.2,4394.9) for mén och 63-67 ar (aldern
ar ett intervall med 65 ar som mittpunkt).

. a) Likelihood-funktionen ges av

L) = T =T 5

och log-likelihood-funktionen &r

I(A) =InL(\) = Z In(A(Ay;)"te™¥) — InT'(v)

= i (InA+ (v — 1)(In A+ 1Iny;) — Ay;) — InT'(v)

i=1

:nvln)\—)\Zyi+konst.

=1

a—O@A— ST = A\
Maximum ty
L m
dN? A2 '




5. a) Teststorhet

T — 54
Z2=—
10/4/n
som ar en observation fran den s.v.
X — 54
Z = ~ N(0,1) under Hy.
10/4/n

Forkasta Hy om z > a = 2.33 dér a = 2.33 fas fran en N(0, 1)-tabell.
b)

0.90 = h(u = 66) = P (Forkasta Hy om p = 66 &r det sanna vérdet)

X —54 _
=P ( >2.33 om X ~ N (66, 10/\/5))

10/y/n
=P (% > 2.33 + ?O/;;; om X ~ N(66, 10/%))

:1_q><2.33+5f)/_—;£) = (— (2'33+?W;;ﬁ6>)

54 — 66
1.28=—1{(2.33
( - 10/%)

Tabell ger

dvs.

10(1. . 2
. 0(1.28 + 2.33) .
66 — 54

6. Berdkningar ger

r~ (1 1 ... 1\[l x| [(n Y
XX(xl Ty ... xn) o Do Yot

(XTX)—l _ 1 ( Zﬂif —Zﬂfz) _ (hoo hm)
nya?— (Lo \=Xw  n P I
och
Y1
Xy= <9€1 T2 xn) Sl (szyz '
Yn



Detta ger

Py s (5 ) ()

T aya? —1 (3 z;)° <<E—x(22(§)y()2_y()z+xn)£zxzy)> - (g?)

och man ser att

S wy — (O ) (O vi)
n n 2 :
> i r7 — % (D i1 @)

B =

Vidare har man att

OSEAVIELOE
Yt~ L (a0’
(S 02) 5= & (00 @) (T ) = 7 ((C ) = £ (0, 1) (0, )

Bo =

~~

- Sa?— L (T

:ﬂ—ﬁlf-

b) Fran a) ser man att g; = Bo + Bizi, § = Bo + 17 och

h h
XTX —1 — 00 01>
(X" X) <h10 By

dar

hll -

1
Sa -t (X )
Vidare ar
Qregr = Z(Qz - ?3)2 = Z(Bo + lei - (Bo + B@))z = Bf Z(az:z — j)z
=By (a2 - 2m7 +72) = Bf(Zx? —2Y +m:~2)
——

(=) (L5 () -5

och s? = Q,es/(n — 2). Teststoheten v kan nu skrivas som

~ ~ 2

2

v = Qregr _ ﬂl i? _ ﬁl _ t2 0]{3'
Qres/(n - 2) hll S S h11




Data Display

x1
14,13
11,67
15,25
15,58
1201
17,38
17,38
14,92
15,65
15,35

5
Lo TV v NS s A BTSSR

ot

Mean of x1
Mean of x2
Mean of x3

Standard deviation of x1,
Standard deviation of x2,
Standard deviation of x3,

x2 x3
17,61 11,82
19,52 10,42
16,76 12,56
22,58 9,486
1F.EE 13 36
18,24 15,08
20,24 10,69
18,32 13,63
14,38
15,00
18,8475
3237718

gl =
82 =

g3

1,80644
1,86717
1,91647

Modell: Vi har tre oberoende stickprov fran N (u;, 0;).

a) Ar det rimligt att anta lika standardavvikelser, dvs. kan vi anta 01 = 09 = 03 =
o? Motivera ditt svar med lampliga konfidensintervall eller test var och ett pa nivan
0.05. Det racker att du genomfor ett konfidensintervall eller test men det ska tydligt
framga hur du drar dina slutsatser.

(1p)

b) Antag att 01 = 09 = 03 = 0. Kan man med nagon sékerhet hivda att nagon
transportmetod ér effektivare &n de andra. Motivera ditt svar med ldmpliga konfi-
densintervall vart och ett med konfidensgraden 98%.

(2p)

. Pa Socialstyrelsens hemsida kan man hitta statistik om antalet ny cancerfall i Sve-
rige under aren 2005 till 2008.

Alder

40-44
45-49
50-54
95-59
60-64
65-69
70-74
75-79
80-84
85-

Data har analyserats enligt tva olika modeller.

Méan
349
561
1059
2073
3881
4173
4112
3863
3181
2549

2008
Kvinnor
860
1152
1567
2109
3198
3275
2957
2947
2804
2746

Modell 1:
Modell 2:

Maéan
340
495
1097
2148
3897
4202
4026
3924
3238
2419

2007
Kvinnor
849
1193
1634
2229
3258
2970
2893
3030
2722
2793

Man
335
594
1084
2335
3959
4077
4119
4098
3455
2468

2006

Kvinnor

823
1140
1566
2374
3187
2805
2857
2993
2805
2851

Y =6+ Bz + Bhz + &

Y = By + Bz + fox® + B3z + e,

Maéan
318
549
1099
2372
3819
4142
4179
4198
3585
2358

2005
Kvinnor
706
1183
1566
2433
2942
2808
2793
3005
2873
2714



dér e-variablerna antas vara normalfordelade, z dr mitten av varje aldersintervall
(x =42,47,52,...,87) och

{0 for mén,
z =

1 {6r kvinnor.

Datautskrifter fran Minitab finns nedan.

a) Beskriver modell 2 data béttre &n modell 17 Motivera ditt svar med ett lampligt
test pa nivan 0.05. Bade nollhypotes och mothypotes ska anges. Slutsats av testet
ska tydligt framga. (1.5p)

b) I modell 2, gor z nytta som forklaringsvariabel, dvs. kan vi skilja pa mén och
kvinnor? Motivera ditt svar med ett lampligt konfidensintervall eller test pa nivan

0.05. (1p)

c¢) I Minitab utskriften for modell 2 finns ocksa ett prediktionsintervall. Skriv upp

intervallet och ange for vilken alder och kon som det &r berdknat for. (0.5p)
Madell 1

Regression Analysis: y versus x; 2

The regreszion edquation is

¥ = - 1176 + 55,58 x - 275 =
Predictor Coef 5SE Coef
Constant -1176,1 433,58
g LG, 828 G,411
A -278,0 184,1

3 = 823,475 R-3q = 5Z,9% B-3giadj) = 51,7%

Analysis of Variance

Jource DF 33 ks
Fegresszion 2 58047549 28323774
Rezidual Error 77 L2214508 675110
Total 79 110862057



Regression Analysis: y versus x; x"2; z

The regression equation is

¥ o= — 15195 + 516 x - 35,55 x¥%z2 - 275 =
Predictor Coef 5SE Coef
Constant -15195 1Z4&
x 5le, 19 39,92
xtr2 -3,5455 0,3030
= -278,0 111,9

§ = 500,377 R-Sq = 82,8% R-Sqgladj) = 82,2%

Analysiz of Variance

Source DF a3 M3
Fegression 3 91833358 30811119
Bezidual Erraor 76 13025699 250378
Total 79 110862057

Predicted Valueszs for New Observations
New
Obs Fit 3SE Fit 95% CI 95% PI
1 3378,0 01,4 (3176,0; 3580,00 (2361,2; 4394,9)

Walues of Predictors for New Obserwvations
MNewr
Obs HOMEEZ z

1 65,0 4225 0,000000

4. Avstandet (X) mellan mutationer pa en DNA-striang kan antas vara exponenti-
alfordelade med vantevérde 1/\.

Vid en undersokning av n oberoende DNA-stringar fann man att avsandet mellan
v mutationer pa strang i var y;, (i = 1,...,n). Vi vet att summan av oberoende
exponentialvariabler dr gammafordelad, dvs. vi har att y; 4r en observation fran

;=Y X;~T(v,\), diri=1,... n

j=1
Téthetsfunktionen for Y; ~ I'(v, ) ges av

Ay) e

f6 0
F(v) , Ior Y >

fly) =

och dér I'(v) = (v — 1)L

a) Skatta A med maximum-likelihood-metoden. (2p)
b) Visa att 1/ &r en viinteviirdesriktig skattning av 1/\.

Tips: Utnyttja att E(Y) = v/A. (1p)



5. Ett slumpmaéssigt stickprov med n observationer ska tas fran en normalférdelning
N(u, o) med o = 10 for att testa nollhypotesen

Hy:p=54 mot Hy:p> 54,

pa nivan o = 0.01.

a) Skriv upp teststorheten och ange for vilka vérden pa teststorheten som nollhy-

potesen ska forkastas. (1p)
b) Bestam stickprovsstorleken n som krivs sa att styrkan for att forkasta Hy nér
1= 66 &ar 0.90. (2p)
6. Lat v, ...,y, vara oberoende observationer fran de s.v. Y7,...,Y,, dar Y; = Gy +
Gz + €i, € ~ N(0,0) och z4,...,x, ar fixa tal. Vi har alltsa modellen
(7 Yy I = €1
Y 1 =z €
Yy = y,2 ar obs. av _2 = . ,2 (go) + ‘2 =XB+e¢
. . . . 1 .
y’I’L Y’I’L 1 T =0 En
=X

diir € ~ N, (0,0°T).
a) Utga fran MK-skattningen B = (XTX)~'X"y och visa att

D i1 Tili — % (O xi) Oy vi)

Bl = n n 2 )
Do T = % (> iz %)
fo =19y — bz.
(1.5p)
b) For att testa hypotesen
Holﬁlzo mot leﬂl%o,
kan vi anvianda tva olika teststorheter. En som &ar t-fordelad
b
S hll
och en som &r F-fordelad
v = Qregr/l .
Qres/(n - 2)
Visa att t? = v, dvs. dessa tva teststorheter ér ekvivalenta. (1.5p)



