GS UN,
e v,

S s
~ —
A

. PN -
"F] 1‘0\3'
Ska HOGS

TAMS17/TEN1 STATISTISK TEORI FK
TENTAMEN ONSDAG 10/1 2018 KL 08.00-13.00.
Ezaminator och jourhavande ldrare: Torkel Erhardsson, tel. 28 14 78.

Tillatna hjdlpmedel: Formelsamling i matematisk statistik utgiven av matematiska insti-
tutionen (utan egna anteckningar). Ett A4-ark med egna anteckningar pa bada sidor.
Réknedosa med témda minnen.

Tentamen bestar av 6 uppgifter virda 3 podng vardera. Betygsgrinser: 8 poéng for 3, 11.5
poéng for 4, 15 poéng for 5. Resultatet meddelas via e-post.

Uppgift 1

Lat X ~ U(0,0), dir 6 > 0 ar en okdnd parameter. En statistiker avser att
genomfora en Bayesiansk analys, dar 6 betraktas som en stokastisk variabel
© med aprioriférdelningen I'(2, 1). Det observerade virdet pa X &r z. Bestdm
aposteriorifordelningen for ¢, samt Bayesskattaren (den Bayesskattare som
svarar mot den vanliga kvadratiska kostnadsfunktionen) av 6.

Uppgift 2
Lat {Xy;t = 1,2,...} vara oberoende Po(u)-fordelade stokastiska variabler,
dar g1 > 0 &r okéind. For varje n = 1,2,..., lat X = (Xy,...,X,)". ML-
skattaren av p baserad pa X dr i = X = + 3" | X; (detta behdver inte
visas).
(a) Ange ML-skattaren 7(u) av 7(u) = p~* baserad pa X. Hirledning kréivs
ej.

(b) Bestdm ett deterministiskt tal c¢(u) > 0 (OBS: deterministiskt = inte
stokastiskt), som eventuellt beror av p, sa att

V(T (p) — (1)

c(p)

konvergerar i fordelning mot Z ~ N(0,1) da n — oo. Ledning: utnyttja
centrala gransvirdessatsen och deltametoden.

(c) Ange ett konfidensintervall for 7(u) baserat pa X med asymptotisk kon-
fidensgrad 0.95 da n — oo. Hérledning krévs ej.



Uppgift 3

Lat X = (Xy,...,X,)T, dir X;,..., X, #r oberoende likaférdelade stokas-
tiska variabler. X har téthetsfunktion i familjen { fx, (z|8); 8 > 0}, dér

1 xﬁflefx

fx,(z|B) = {F(ﬁ) 7

for x > 0;

0, annars.

(a) Bestdm en endimensionell tillracklig statistika for g.

(b) Visa med hjilp av lamplig sats att det existerar ett likformigt starkaste
test (UMP) av Hyp: f > 1 mot H; : 8 < 1, samt ange dess testfunktion.

Uppgift 4
Lat X = (Xy,...,X,)7T, dir Xi,..., X, #r oberoende Be(f)-férdelade sto-

kastiska variabler, och parametern 6 € (0,1) &r okdnd. X; har alltsa sanno-
likhetsfunktionen
6% (1 —0)'—*, for z € {0,1};

0, annars.

fX1(x’0) = {

ML-skattaren av 6 baserad pa X ér § = X = 1 Yo Xi (detta behover inte

visas). Man vill testa hypotesen Hy : 0 = 0.% mot Hy : 0 # 0.5 med ett
likelihoodkvottest pa den asymptotiska (d.v.s., da n — oo) signifikansnivan
0.05.

(a) Hérled testfunktionen for detta test.

(b) Antag att n = 75, och att det observerade stickprovsmedelvérdet &r
T = 7—15 221 x; = 0.64. Genomfor testet och redovisa resultatet.

Uppgift 5
Lat X vara en stokastisk variabel med tathetsfunktion

0201, for 0 <z < 1;
f(@|0) = {

0, annars,

dér 6 > 0 &r en okédnd parameter.
(a) Visa att Y = X dir en pivotvariabel for 0. Vilken téthetsfunktion har Y?

(b) Hérled ett ensidigt uppat begridnsat konfidensintervall for 6 baserat pa
X, med (exakt) konfidensgrad 1 — a. Utnyttja pivotvariabeln Y.



Uppgift 6

Lat X = (Xy,..., X,,)7T, diir X1,..., X, dr oberoende N(pu, o)-férdelade sto-
kastiska variabler, med véntevérde p € R och standardavvikelse o > 0 (bada
okénda). X har alltsa téthetsfunktion i familjen {f(z|u,0);pu € R0 > 0},
déar

2 (n—1)s

1 _ n
Cro?)E exp(—n(T — p)* — gz ) Vo e R",

f(x|p, o) =

och dirz =1 3" z;0ch s? = > (z; —)? (detta behdver inte visas).

(a) Bestam en tvadimensionell tillracklig och fullstéindig statistika for (i, o).
Svaret maste motiveras.

(b) Visa att

dir S? = L 3" | (X;—X)? och I'(+) &r gammafunktionen, &r en véntevérdes-
riktig skattare av o. Ar &, ocksa den bista vintevirdesriktiga skattaren
(UMVUE) av o baserad pa X? Svaret maste motiveras. Ledning: Utnyttja
formelsamlingen, och det faktum (som inte behover visas!) att

déar




KORTFATTADE LOSNINGAR TILL TENTAMEN I TAMS17
STATISTISK TEORI FK, ONSDAG 10/1 2018 KL 08.00-13.00.

1. fxo(z,0) = 30 exp(—0) = exp(—0) for 0 < z < 6, vilket ger:

fx(z) = /OO %0 exp(—0)df = exp(—zx) Vz > 0.

Alltsa ar aposterioriférdelningens tathetsfunktion:

Ifxe(x,0)
Ix(z)

Bayesskattaren av 6 &r aposterioriférdelningens véantevarde:

Joix=z(0) = =exp(—(0 —x)) VO >z

EO|X =2) = /meexp(—(e—x))dﬁ = /Ooo(t—i-:c) exp(—t)dt =z + 1.

2. (a) ML-skattarens invariansegenskap ger att 7(u) = X

(b) Centrala gransvirdessatsen ger att

VX - a o,
N — Z ~N(0,1)

da n — oo. Enligt deltametoden fas den 6nskade konvergensen om
c(p) = |7 ()|, dér 7' (@) = —p ~2, Vi viljer saledes: c(p) = p=3/2.

(c) Ett konfidensintervall av Wald-typ for 7(u) med asymptotisk kon-
fidensgrad 0.95 &r:

—-3/2

——1
C(Xy,....X,,)) =X £196 .
( 1 ; ) \/ﬁ

3. (a) X har téthetsfunktionen

1’|ﬁ HfX1 xl|ﬁ



sa enligt faktoriseringssatsen &r 7'(X) = [[;_; X; en tillrdcklig statistika
for .
(b) Lat 0 < 81 < fy. Da géller:

f(z]B)  T(Ba)

vilket &r en stréngt vixande funktion i 7'(x), sa familjen har monoton
likelihoodkvot (MLR). Det likformigt starkaste testet av Hy : f > 1
mot Hy : f < 1 ges dérfor av: ¢(X) = I{[[}_, X; < k}, dér k viljs sa

att testet far ratt signifikansniva.

f(x]B2) F(51)"(ﬁ )

=1

. (a) Likelihoodkvotteststatistikan &r:
Fx(20.5) 0.5" )
fx(z|T) 7" (1 — 7)"(1-2)
=—-2n(In0.5—7zln7 — (1 —7)In(1 — @)).
Testet ¢(X) = I{-2InA(X) > x25(1)} (déir xZo5(1) ~ 3.84) har
asymptotisk signifikansniva 0.05 da n — oo.

—2In A(z) = —2In( ) = —2In(

(b) Med data givna i uppgiften fas:
~2In A(z) = —150(In 0.5 — 0.641n 0.64 — (1—0.64) In(1 — 0.64)) ~ 5.96.

Slutsatsen av testet blir att H, avvisas.

. (a) Y ar en funktion av X och €, och vi ser direkt att P(0 <Y < 1) = 1.
For 0 <y <1 fas:

Fy(y) =P(Y <y) = P(X® <y) = P(X <y'*

y1/0 e
:/0 f(z]0)dx = [:Ueb;g =y.
Alltsa ar Y ~ U(0, 1), vilket inte beror av 6.

(b) Védlj a > 0 sa att P(Y > a) = 1 — a. Detta astadkoms da a = a,
eftersom Y ~ U(0,1). En omskrivning ger sedan:

1
l—a=PY >a)=P(X?>a)=P@nX >Ilna)= PO < %),
n
sa det sokta konfidensintervallet ar:
Ina
C(X)=10,—|.



6. (a) Utvecklas kvadraten (T — p)? i det givna uttrycket, sa ser man
att {f(z|u,0);u € Ryo > 0} dr en exponentialfamilj, med naturlig
tillriicklig statistika (X, S?) och viktsfunktioner wi(pu, o) = 2nu och
wy(p,0) = —(2;21). Eftersom {(wy(p,0),wa(p,0);u € Ryo > 0} =
{(u,v);u € R,v < 0} &r en 6ppen delmingd av R?, sa &r (X, S?) dven
fullsténdig.

(b) Det géller att E(0,) = Q)UE(\/T), dar
2

00 S n/2—1_—t/2
E(\/T)z/ tl/QfT(t)dt:/ e dt
0

: 20 PL ()

B 2n/2r(g) /oo tn/Z—le—t/Q B ﬁr(%)
2NN Jo o 20(E) T T

sa B(0,) = g. Eftersom o, dr en funktion av den fullstindiga och
tillriickliga statistikan (X, 5?), s& dr den UMVUE av o.



