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TAMS17/TEN1 STATISTISK TEORI FK
TENTAMEN ONSDAG 24/8 2016 KL 08.00-12.00.

Ezaminator och jourhavande ldrare: Torkel Erhardsson, tel. 28 14 78.

Tillatna hjdlpmedel: Formelsamling i matematisk statistik utgiven av matematiska insti-
tutionen (utan egna anteckningar). Ett A4-ark med egna anteckningar pa bada sidor.
Réknedosa med témda minnen.

Tentamen bestar av 6 uppgifter virda 3 podng vardera. Betygsgrinser: 8 poéng for 3, 11.5
poéng for 4, 15 poéng for 5. Resultatet meddelas via e-post.

Uppgift 1

Lat X1,..., X, vara oberoende Ge(%)—fdrdelade stokastiska variabler, med
sannolikhetsfunktionen

f(zl6) = {ﬁ(%)‘”, forx=0,1,2,...;

0, annars,

déar 6 > 0 &r en okénd parameter.

(a) Berdkna den nedre gréins for variansen av en véntevirdesriktig skattare
av 6 som ges av Cramér-Raos olikhet. OBS: regularitetsvillkoren fér Cramér-
Raos olikhet ar uppfyllda, vilket inte behover visas.

(b) ML-skattaren av 6 &r X = 13" | X;, vilket inte behover visas. Visa att
ML-skattaren har lagst varians bland alla véntevardesriktiga skattare av 6.

Uppgift 2
Lat X vara en stokastisk variabel med tathetsfunktion

Flz]0) = {9%6_2102, for x > 0;

0, annars,

dér € > 0 &r en okénd parameter. Ange en pivotvariabel for 6, och utnyttja
denna for att bestimma ett ensidigt uppat begrédnsat konfidensintervall for
0 av exakt konfidensgrad 95%.



Uppgift 3

Lat X vara en stokastisk variabel om vilken tva hypoteser foreligger: Hy :
“X ~ Bin(8,0.25)" respektive H; : “X ~ Bin(8,0.75)”. Bestédm det starkaste
testet av Hy mot H; pa valfri signifikansniva «, i intervallet 0.01 < o < 0.05.
Ange den valda signifikansnivan, samt testets styrka mot H;.

Uppgift 4

Lat Xq,...,X, vara oberoende och likafordelade stokastiska variabler, vars
tathetsfunktion tillhor ldges—och skalfamiljen {f(x|u,0); u € R,0 > 0}, dar

Lo—gle—n) £ .

S€ v , Iorx > u;
flalp, o) = {

0, annars.

(a) Bestam en tvadimensionell tillricklig statistika for (u, o).

(b) Berdkna ML-skattarna av p och o.

Uppgift 5
Lat Xi,..., X, vara oberoende N(0,o)-fordelade stokastiska variabler, vars

varians o > 0 #r okiind. ML-skattaren av o® ér 62 = = > | X2, vilket inte
behover visas.

(a) Bestim ett tal b > 0 (som eventuellt beror av 0?) sa att ¥*(52 — o)
konvergerar i fordelning mot Z ~ N(0,1) da n — oo. Ledning: E(X{) = 30%.

(b) Bestém ett tal ¢ > 0 (som eventuellt beror av 0?) sa att @(exp(&%/?) -
exp(0?/2)) konvergerar i fordelning mot Z ~ N(0,1) da n — co.

(c) Bestdm ett konfidensintervall for exp(o?/2) med asymptotisk konfidens-
grad 95% da n — oo.

Uppgift 6

Lat x vara det observerade vérdet av en U(0, #)-fordelad stokastisk variabel,
ddr 6 > 0 ar en okédnd parameter. En Bayesiansk analys genomfors, déar
6 betraktas som en stokastisk variabel © med aprioriférdelningen I'(2,1).
Aposterioriférdelningens tathetsfunktion ar da

exp(—(0 — x)), for 0 > x;

0, annars,

foix==(0) = {



diar x > 0. Detta behover inte visas.

Avsikten ar nu att testa Hy : 6 < 5 mot H; : 6 > 5. Detta &ar ett
beslutsproblem med beslutsméngden A = {0,1}, ddr 1="avvisa H,” och
0=*“avvisa e¢j Hy”. Som kostnadsfunktion (loss function) anvinds

2, om# <5ocha=1;
L(a,0) =<1, om# >5ocha=0;

0, annars.

(a) Ange Bayesregeln (d.v.s., Bayestestet) svarande mot ovanstaende kost-
nadsfunktion och apriori- och aposterioriférdelning. Uttrycket for testfunk-
tionen ska forenklas sa langt som mojligt.

(b) Beriikna den “klassiska” (d.v.s., den vanliga) signifikansnivan (size) for
Bayestestet.



KORTFATTADE LOSNINGAR TILL TENTAMEN I TAMS17
STATISTISK TEORI FK, ONSDAG 24/8 2016 KL 08.00-12.00.

1. (a) Den nedre grénsen é&r m, dér Ty, (0) = —E9<d92 In f(X1]0))
1
f('jr 0 > 0. Eftersom 1nf(1:|9) = —(1+2)In(1 4+ 0) + xInb, fas att

_1
d92 In f(x]0) = 11:;)2 ) Enligt formelsamlingen &r Fy(X;) = ! 1;" =
0, sa Iy, (0)= 1i9 +3 1 9(1+0 Variansen &r alltsa nedat begridnsad

0(1+6)
v

n

(b) Enligt formelsamlingen &r Ey(X) = Ey(X;) = 0, sa ML-skattaren
1

ir vintevirdesriktig. Vidare dr V(X;) = —22 = (1 +0), sa Vy(X) =
(14-6)2
9(1:;9), vilket &r lika med Cramér-Rao-gransen. ML-skattaren har alltsa

lagst varians bland alla véntevérdesriktiga skattare.

2. Eftersom {f(z]0);0 > 0} ir en skalfamilj, sd ir Y = & en pivotvariabel

for 6, med téathetsfunktion f(x|1). Vi véljer nu ¢ > 0 sa att

Tr=c

X o0
095 = Pile < ) = [ e e = ez =

d.v.s., ¢ =4/—21In0.95 ~ 0.32. Eftersom FPy(c < %) =P <X =

- C

0.95, s& &r C(X) = [0,2) ett konfidensintervall av konfidensgrad 0.95.

3. Enligt Neyman-Pearsons lemma &r det starkaste testet ¢(z) = I{f1(z) >
kfo(x)}, dar k > 0, och dér fo(x) och fi(x) &r sannolikhetsfunktio-
nerna for X under H, respektive under H;, som man hittar i bino-
mialf’ordelnmgstabellen i formelsamlingen. De nio mdjliga viardena pa
kvoten fl 2) o (da2z=0,1,2,..8) &r:

0.00 0.00 0.01 0.11 1.00 9.00 81.0 729 6561

Om vi véljer k£ = 5, sa far testet signifikansnivan a &~ 0.027 och styrkan
£ =~ 0.89.

n

4. (a) L(p,olz) =T Le™ sEmm i, > ) = Le oW {zq) > pu}. En
tvadimensionell tillricklig statistika dr dérfer (X, X(p)).



(b) Vi fixerar forst p < x(;) och maximerar L(ju,o|r) m.a.p. o. Lat
[

(0) = mnL(p,olr) = —nlno — 2(T — p). Villkoret I'(c) = -2 +
5(T — p) = 0 medfér att 0 = 0 = T — p (detta dr ett maximum, ty
I"(c) = =% < 0). Vi maximerar sedan L(u,0]z) = 5" = (f_lu)n e "

m.a.p. 4 < x(p). Denna funktion &r stréngt vixande i p, s maximum
uppnas for i = () och dérmed for ¢ =7 — z(y).

. (a) Vi vet att F(X?) = o2, och enligt ledningen géller att V(X?) =
E(X})— E(X?)? = 30" — 0" = 20", Centrala griinsviirdessatsen ger att

~2 9
% 4y Z~N(0,1)

dan — oo, sa b= /202

(b) Lat 7(c2) = e”’/2. Enligt deltametoden erhalls den énskade konver-
gensen om vi viljer ¢ = |7'(0?)[v/202, dir 7/(0?) = /2. Alltsa fas:

_ 1 2.0%/2
C—\/§O'e .

(c) Ett konfidensintervall av Wald-typ for e’/ med asymptotisk kon-
~ ~2 52
fidensgrad 95% ér C(z1,...,x,) = €+/2 + 1.96%.

) Bayesregeln dr att avvisa Hy om och endast om 2P(© < 5|X =
< PO >5|X =2) =1- PO < 5|X = z). Testfunktionen é&r:
x) = I{P(© < 5|X = z) < 115 = 3} Enligt uppgiften giller att

. (a
z)
¢(r) =

PO <5|X =2)=0o0omx > 5, och

PO <5X = 12) = /5 exp(—(0 — z))df

8

= [—exp(—(0 —2)]f=2 =1 - e 6 Vg <5,

xT

Alltsa giller: ¢(z) = [{e= %) > 2} =Ha>5+1log 3}

(b) Det giller att Pp(X >5+1log2) =0 om0 <5+log2, och att

2. 60— (5+log2
Po(X = 5+1log 3) = (;Log?‘)

Bayestestets “klassiska” signifikansniva ar:

2

—10g§

e}

2
— > — ) = ~
@ = max Py(X > 5+ log 3) E .081.



