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TAMS17/TEN1 STATISTISK TEORI FK
TENTAMEN FREDAG 1/4 2016 KL 08.00-12.00.

Ezaminator och jourhavande ldrare: Torkel Erhardsson, tel. 28 14 78.

Tillatna hjdalpmedel: Formelsamling i matematisk statistik utgiven av matematiska insti-
tutionen (utan egna anteckningar). Ett A4-ark med egna anteckningar pa bada sidor.
Réknedosa med témda minnen.

Tentamen bestar av 6 uppgifter virda 3 podng vardera. Betygsgrianser: 8 poéng for 3, 11.5
poéng for 4, 15 poéng for 5. Resultatet meddelas via e-post.

Uppgift 1

Lat X = (Xq,...,X,), dar Xy, ..., X, ar oberoende likaférdelade stokastiska
variabler, med tédthetsfunktionen

2 for0 < ax <6
f($!9)={9

0, annars,

déar 8 > 0 &r en okénd parameter.
(a) Ar {f(2]0);0 > 0} en exponentialfamilj? Svaret maste motiveras.

(b) Ar {f(x|0);0 > 0} en ldgesfamilj, en skalfamilj, eller ingetdera? Svaret
maste motiveras.

(c) Berdkna en (endimensionell) tillréicklig statistika for 6.

Uppgift 2

Lat X = (Xq,...,X,), dar X3, ..., X, dr oberoende likaférdelade stokastiska
variabler, med tathetsfunktionen

f(x|A) =1/ A e M Va >0,
nr

dér parametern A > 0 dr okdnd. Berdkna ML-skattaren av A baserad pa
Xq,...,X,, samt ett konfidensintervall for A med ML-skattaren som mitt-
punkt och med asymptotisk konfidensgrad 95% (da n — o0). OBS: de vill-
kor som garanterar att ML-skattaren &r konsistent och asymptotiskt nor-
malfordelad ar uppfyllda, vilket inte behover visas.



Uppgift 3

Lat X ~ Po(u), dar parametern p > 0 &r okénd. Visa att familjen {Po(u); u >
0} har monoton likelihoodkvot (MLR), samt utnyttja detta for att bestdmma
det likformigt starkaste testet (UMP) av Hy : p < 3 mot H; : p > 3 baserat
pa X, pa en valfri signifikansniva i intervallet [0.01,0.05]. Ange den valda
signifikansnivan, samt testets styrka mot alternativet u = 6.

Uppgift 4
Lat X vara en stokastisk variabel med tathetsfunktion

?ze %  om x> 0;
f(x]0) = {

0, annars,

dér parametern 6 > 1 &r okédnd. Lat 6 ha en aprioriférdelning med téthets-

funktion f(#) = 4 for 6 > 1 (och f(f) = 0 annars).
(a) Bestam aposteriorifordelningen (= dess tathetsfunktion) for 6.

(b) Berdkna det kortaste “Bayesianska konfidensintervallet” (credible set) for
0 av grad 1 — a.

Uppgift 5
Lat Xi,..., X, vara oberoende N(0,c)-fordelade stokastiska variabler, dar

standardavvikelsen o #r okéind. ML-skattaren av o dr o = /3" | X2,

vilket inte behover visas. Héarled likelihoodkvottestet av Hy : ¢ = 1 mot
Hy : 0 # 1, och visa att testet bestar i att Hy avvisas om o < a eller ¢ > b,
dér 0 < a < b ar konstanter som bestdmmer testets signifikansniva.
Ledning: funktionen H(z) = z"exp(—%(z* — 1)) har derivatan H'(z) =
nz" 11— z*) exp(—2(z* — 1)) for z > 0.

Uppgift 6

Lat X = (Xy,...,X,), dir Xy,..., X, dr oberoende Be(0)-fordelade sto-
kastiska variabler, och dér 6 € (0,1) &r en okénd parameter. (X; antar
alltsa virdet 1 med sannolikhet 6, och vérdet 0 med sannolikhet 1 — 6.)
Lat Y =>" | X;. Da & Y ~ Bin(n, ), vilket inte behover visas.

(a) Visa att Y ar en tillrdcklig och fullsténdig statistika for 6.

(b) Berdkna den betingade sannolikheten P(X1Xy = 1Y = y). Ledning:
utnyttja oberoendet mellan Xi,..., X, samt att {X; Xy, = 1} = {X; =



(c) Bestédm den béista vintevirdesriktiga skattningen (UMVUE) av 6% (OBS!)
baserad pa Xi, ..., X,. Ledning: vad ar E(X;X5)?



KORTFATTADE LOSNINGAR TILL TENTAMEN I TAMS17
STATISTISK TEORI FK, FREDAG 1/4 2016 KL 08.00-12.00.
1. (a) Nej, ty omradet {z € R; f(x|¢)) > 0} beror av 6, vilket det inte kan
gora om {f(z]f);0 > 0} &r en exponentialfamilj.

(b) Den é&r en skalfamilj, eftersom

F(]8) = %f(%) Ve > 0,0 >0,

dér f(z) =2z for 0 < o < 1, och f(z) = 0 annars.

(¢) L(Olz) = T, f(x;]0) = T 22 7{0 < z; < 0} = Z=imipg <
min(zy, . . xn)}l{max(xl, ..., &,) < 0}. Enligt Fisher-Neymans fak-
toriseringssats ar T'(X) = maX(Xl, ., X, tillrédcklig for 6.

2. X har likelihoodfunktionen L(A|z) = CA™? exp(=A Y. @), s& [(\) =

InL(Alz) =InC+5InA=A3"" | ;. Ekvationen I'(\) = 35 =Y. | 23 =
0 har losningen A = 5=, vilket &r ett maximum, ty I”(\) = —5% < 0.
ML-skattaren av \ ir darfor A = % Vidare géller enligt uppgiften att

% s Z ~N(0,1)

da n — oo, dir Zx,(\) = E(d)\2 In f(X1]A)) = 555 Ett konfidensin-
tervall for A av Wald-typ, med ML-skattaren som mittpunkt och med

asymptotisk konfidensgrad 95%, ar da: C(x) = P 196\/_/): L =
Yoy 2.77
A+ )\W'

3. Lat 0 < puy < pg. Da ér

fxlpa) _ pge™ K2 v o~ (a=pa)
flalp)  piemm
vilket &r en véaxande funktion i z, sa familjen har MLR. Enligt Karlin-
Rubins sats dr darfor det likformigt starkaste testet ¢(z) = I{x > k},

dér k véljs sa att P,—3(X > k) € [0.01,0.05]. Enligt tabellen i F.S. kan
vi t.ex. vélja k = 6, vilket ger signifikansnivan a = 0.0335, och styrkan

B(6) = 0.394.

Y




4. (a) fxe(z,0) = fxje=o(z)fo(f) = PPre 5 = ze ™ for > 0, 6 > 1.

Detta ger att
Ix(x) = / ze " do = [—e "] zjo =e*  VYx>0.
1

Alltsa ar aposterioriférdelningens tathetsfunktion

0
fxe(z,0) — pe—u(6-1)

(@) Vo > 1.

folx=:(0) =

(b) Eftersom aposterioriférdelningens tathetsfunktion &r strangt avta-
gande for 6 > 1, sa dr det kortaste “Bayesianska konfidensintervallet”
C(z) = [1,u(x)] dér u(x) &r 16sningen till ekvationen

/u(I) xe—x(G—l)dQ _ [ —ac(9 1)}0 u(zx) —1_ e—x(u(m)—l) =1—a
1

dvs,u(z)=1-IIno

. Likelihoodkvotteststatistikan ar:

1 \/%7 exp(—577)
1

Azx) = =0o"exp(—=(1 — x;
I, s o= hr?) Z
-~n 1 1 ~2 -~n N~ -~

=0 exp(—§(1 - g)na )=0 exp(—§(0 —1)) = H(0).

Testet har testfunktionen ¢(z) = I{\(z) < k} = [{H(0) < k}, dar k €
(0,1) &r en konstant. Ett teckenstudium av derivatan ger att funktionen
H ar strangt vaxande for 0 < z < 1 och stringt avtagande for z > 1,
sa H(o) < k om och endast om g < aeller g > b, dir 0 < a < b &r
losningarna till H(a) = H(b) = k.

. (a) Eftersom fx(x]0) = [, f(@:|0) = [[;_, 6" (1 — )" = 6¥(1 —

0)"~v sa ar Y tillriacklig enligt faktoriseringssatsen. Vidare &r

U (1-0)""Y = (1-0)"exp(ylnf—yIn(1—0)) = (1—-0)" exp(y In 1 ﬁ 9)7

sa {fx(x]0);0 € (0,1)} &r en exponentialfamilj siadan att {In-%;;6 €

(0,1)} =R. Alltsa Y ar fullstandig.

1-6°



(b)

P(XiXo = )P(Xr, X =y —2) ()0 21 —0)""Y  yy—1)

P(CL, Xi= ) (el —orv nln—1)

(c) X1 X5 ir en vintevirdesriktig skattare av 02, ty E(X,X5) = P(X 1 Xy =
1) = 6% UMVUE ges dirfor av:

Y(Y —1)

E(X1XplY)=P(X1 Xo=1|Y = sy = —.
(X1 Xo[Y) (X1Xo | y)|y—Y n(n —1)



