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Tillatna hjalpmedel ar en raknare, formelsamling i matematisk statistisk utgiven av
MALI, och ett ytterligare formel-blad (framsida och baksida).

(1) For en poissonprocess med intensitet A > 0 anta att hogst en héndelse intriffade
under de forsta tva tidsenheterna. Berdkna sannolikheten for att det efter s + 2
tidsenheter har intréffat exakt k + 1 handelser, s > 0, k =0,1,.... (3p)

(2) Lat Uy, Us,..., vara oberoende stokastiska variabler som alla &r U(0, 1)-férdelade,
dvs. kontinuerligt likformigt fordelade pa intervallet (0,1). Lat g(u) = y/u och
definiera X; = g(U;), i =1,2,....

(a) Bestdm fordelningsfunktion och téthetsfunktion for X, dvs. Fx,(z), z € R,
och in(x)a reR (1p)
(b) Berékna E[X;] och Var(X;). (0.5p)

(c) Lat
100

Y = Z X;.
=1

Vilken fordelning har Y approximativt? (0.5p)
(d) Berékna P(Y > 60) approximativt. (1p)

(3) Per och Pal har elva frukter av vilka tre &r giftiga. Per &ter fyra pa mafa valda
frukter och Pal sex; hunden far den aterstaende. Berdkna

(a) sannolikheten att hunden klarar sig, (0.5p)

(b) den betingade sannolikheten att bade Per och Pal blir forgiftade om hunden
klarar sig, (1.5p)

(c) sannolikheten att bade Per och Pal blir forgiftade och hunden klarar sig. (1p)

(4) Atta torn placeras slumpvis pa var sin ruta i ett schackbriide. Berdikna sannolikheten
att inget av tornen kan sla det andra, med andra ord, att det hamnar precis ett torn
i varje lodrdt och vagrét rad pa bradet. Ett schackbrade bestar av 8 x 8 rutor. (3p)

(5) De make-och-maka fysikerna Paul och Tatyana Ehrenfest introducerade en koncep-
tionell modell for forflyttning av molekyler, i vilken M molekyler ar fordelade pa
tva urnor. Vid varje tidpunkt n € N valjs slumpmassigt en av molekylerna och
forflyttas fran sin urna till den andra urnan. Lat X,, beteckna antalet molekyler i
den forsta urnan omedelbart efter den n:e forflyttningen.

(a) Bestdm Overgangsmatrisen av Markovkedjan X,,, n € N. (1p)

(b) Visa att m = (mg,...,my) dar m, = 2_M(%), m =0,...,M, ar en stationar
fordelning for X,,, n € N.



(6) Tva personer A och B har stdmt mote pa ett kafé "litet efter klockan atta”. A
anlander X minuter efter atta och B anlander Y minuter efter atta. Anta nu att
X ar U(0,4)-fordelad och Y &r U(0, 6)-fordelad (enhet &r minuter). X och Y antas

vara oberoende.

(a) Bestam den simultana tathetsfunktionen av (X,Y). (1p)
(b) Vad dr sannolikheten att A far vinta pa B, dvs. vad r P(X < Y)? (2p)



Losningar

P(N(s+2)=k+1,N(2) < 1)

P(N(s+2)=k+1|N2)<1)=

P(N(2) < 1)
_ PIN(s+2)=k+1,N2)=0)  P(N(s+2)=k+1,N(?2)=1)
N P(N(2) <1) P(N(2) <1)
_ P(N(s+2) = N(2)=k+1,N(2) =0)
N P(N(2) <1)
P(N(s+2)— N(2) =k N(2) =1)
P(N(2) <1)
_ P(N(s+2)-N(@2)=k+1)-P(N(2)=0)
- P(N2) < 1)
P(N(s+2)— N(2) =k)-P(N(2) = 1)
P(N(2) < 1)
_ P(N(s)=k+1)-P(N(2)=0) N P(N(s)=k)-P(N(2)=1)
P(N(2) < 1) P(N(2) < 1)
e—s/\ (S)\)k+1 (S)\)k
T 1t2x ((k+1)! A ) '

(2) (a) Lat x € (0,1). Da giller att
Fx(z)=P(X <z)=P(NU <z)=PU < 2?) = Fy(2?) = 2%

Dessutom géller Fix(x) = 0 for < 0 och Fx(z) =1 for x > 1. Tatheten fas genom
derivering: fx(z) = d/dzFx(z) = 2x for x € (0,1) och fx(x) =0 for z € R\ (0,1).
(b) E[X] = folzv 2zdr = 2/3, E[X?] = 01 x? - 2xdr = 1/2. Fran detta far man
Var(X) =1/2 — (2/3)? = 1/18.

(c) Enligt centrala griansvirdessatsen sa dr Y approximativt normalférdelad med
vanteviarde nFE(X) = 200/3 = 66.67 och standardavvikelse \/n Var(X) = 2.36.

(d) Normalapproximation ger
P(Y > 60) =1 — P(Y < 60)

—1-3 <60;—§6667) =1 — ®(—2.83) = (2.83) = 0.9977,

dér den sista (approximativa) likheten fas fran tabell.
(3) Se 2.24 i http://courses.mai.liu.se/GU/TAMS79/Dokument/blomsvar . pdf

(4) Antalet sétt att placera ut 8 torn pa schackbriadets 64 rutor ar

64\ 64!
8 ) 856!
Antalet sétt att placera ut tornen sa att exakt ett hamnar i varje vagrat och lodrét

rad ar 8!. Den sokta sannolikheten ar alltsa (8!)2 - 56!/64!, som ar ungefar 9 pa en
miljon.
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(6) Se l6sningar till lektionsuppgifter, 4.7.
http://courses.mai.liu.se/GU/TAMS79/Dokument/blomsvar.pdf
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dvs. (1) och (3) &r sanna.



