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Inga hjalpmedel ar tillatna. Varje uppgift ar vird 3 podng. For betyg 3 réacker 8 poéng, for
betyg 4 racker 12 poéng, och for betyg 5 ricker 15 poéng.

Alla koordinater ar givna i en positivt orienterad ON-bas €;, €, for planet eller €, e,, €3 for
rumimet.
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>, U= (i). Bestam projektionen av w pa v samt projektionen av v pa u.
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amt vinkeln mellan w och v.
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Bestam for varje a antal 16sningar till ekvationen
T+ ay =2
ar + 4y = a®.

Ange alla 16sningarna for den/de a dér det finns parameterlésning.

. Los matrisekvationen

AX +B=AX+C

o (2 =2\ L, (3 =2\ ., (1 2
a2 2o (0 )0 (1)

. Bestam egenvarden och egenvektorer till den linjara avbildningen F' med avbildnings-

matris
3 2 -1
A=1-1 0 1
6 6 —1

F ir den linjira avbilding R?® — R? som beskriver spegling i planet x + 2y — 4z = 0.
Ange F':s avbildningsmatris (i standardbasen). Kontrollera att en vektor parallell med
planet avbildas som den ska.

Lat fy = (%), fo = (7). Varfor &r f = (f, f,) en bas for planet? Antag att vektorn
u = (3) i standardbasen, dvs w = ¢(%), dir e = (€; ). Vad dr koordinaterna for @
i basen f? Antag att den linjéra avbildningen F' har avbildningsmatrisen A = A, =

(27 )_1 basen e. Vad édr F:s avbildningsmatris i basen f7?

. Lat F vara en linjir avbildning R?> — R?, och anta att 16sningen till ekvationen

F(u)= (1) d&ru=(4"}),t € R. Ange vilka vektorer 7 som avbildas pa nollvektorn 0.
Ange ocksa for vilka vektorer T det finns vektorer w sa att F'(u) = 7.
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1. Projektionsformeln ger direkt att u; = 720 = %(}J, och pd motsvarande sitt fas vz =

%(%). Vidare finner vi att w x v = (74%). Slutligen ger definitionen av skaldrprodukt att

%-T = |u]|v] cos a dér «v dr sokt vinkel. Vi finner att cos o = % och eftersom 0 < a < 7 betyder

2
det att o = %.

2. Vi kan bilda ekvationen A% = b, dir A= (1 $),Z=(}),b=(2). Vi vet att ekvationen har en
entydig l6sning om det(A) # 0, och eftersom det( ) = 4—a? betyder det att vi har en 16sning om

—2y=2 —2y=2
a # +2. a = —2 ger ekvationen v= dvs o= , vilket ar en ekvation
—23:+4y:4 T —2y = -2
. T+ 2y =2 . 1
som saknar losningar. a = 2 ger < x + 2y = 2. Denna ekvation har oandligt
204+ 4y =4

ménga lésningar (parameterldsning) och dessa kan skrivas till exempel () = (9)+¢(5%),t € R.

3. Ekvationen kan skrivas (A — A2)X = C — B, och om A — A? ir inverterbar sa dr 16sningen
= (A— A%)"YC - B). Vi finner att A% = (4 ) sa att A — A% = ( %§). Denna matris ar
1nverterbar med invers g( ) Eftersom C — B = ( ) finner vi att X = l(0 s ) ( I? %) =

6\1 0
(2.
-1

3-A 2
4. Vi bildar karaktéristiska polynomet p(\) = det(A — \I) = ’ - —6A L== —A3 4+ 2X2 +

A — 2. Vi soker egenvirdem dvs rotter till ekvationen p(A) = 0. Prévning ger till exempel att
p(1) = 0 varvid faktorisering ger att p(A\) = —(A = 1) (A2 =X —2) = —(A = 1)(A = 2)(A + 1).
Egenvirdena &r alltsa A = 1, A = 2 samt A = —1. Genom att 16sa sedvanliga ekvationssystem

finner vi att egenvektorerna ar (standardbeteckningar) v = t( ) t € R,t # 0 for egenvérde

A= 1;U:t(%>,t€R,t7ﬁ0till egenvirde \ = 2 saLth:t(f2 ),te R,t # 0 om egenvéardet
A=—

1
5. Som en normalvektor kan vi ta 7 = (34). Spegling i planet innebér att F(u) = u — Q%W

och den avbildningsmatris (A sig) vi soker har F(e1), F'(e2) samt F'(€3) som kolumner. Vi skall
alltsa rakna ut

F(éi)ZEi—Q

n, i=1,2,3.

Vi finner att F'(e;) = %( 121) F(e2) = 57 ( 1§> F(es) = i( 18161 > s att avbildningsmatrisen

19 -4 8
blir A = 21( 84 %g 16 . En vektor parallell med planet skall avbildas pa sig sjilv. Att en

vektor ar parallell med innebéir att den ar ortogonal mot 7, och vi kan till exempel vélja vektorn
19 —4 8
= (31) Vi ser ocksa att 2—11(74 13 16 )(—21> = (31)
0 8 16 —11 0 0
6. Eftersom f; och f, inte #r parallella bildar de en bas for planet. Antag att @ har koordinaterna
X = (3) i basen e och koordinaterna Y i basen f, det vill siga uw = eX = fY. Vi soker

Y. Bassambandet ar f = €T, dir T' = (2 11) och vi vet (eller hiirleder) att ¥ = T71X =

%(_12 %)(%) = %( ) Fran teorin vet vi ocksa (eller hirleder!) att sokt avbildningsmatris A =
THAT = 5(L1)(5 )67 =5(50)

7. Det r givet att F((573)) = F((3)+tF((Y)) = (}) for allat € R. Det innebér att F(( 1)) =
(9) och sélunda att F((3)) = (}). Att F(()) = (J) innebér att alla vektorer pa formen
s(}l), s € R avbildas pa nollvektorn. Fler kan det inte vara, ty da skulle losningsmangden
till ekvationen i uppgiften vara, storre. (_11) och (1) &r inte parallella, sa en godtycklig vektor
u kan skrivas u = oY) + B(3) for nagra a,B. Vi ser att F(u) = F(a() + B8(3)) =
aF (L) +BF((3)) = ﬁ( ). Alltsé finns det w s att F(u) =vom v = 3(1),8 € R.
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