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Inga hjélpmedel &r tillatna. Varje uppgift ar vird 3 poéng. For betyg 3 récker 8 podng, for
betyg 4 racker 12 poéng, och for betyg 5 récker 15 poéng.

Alla koordinater dr givna i en positivt orienterad ON-bas €y, €, for planet (R?) eller €y, €, €3
for rummet (R3).

1.

Linjen L gar genom punkterna Py = (—1,2,3) och P, = (1,2, —1). Vilken punkt pa
linjen L ligger ndrmast punkten P = (—2,1,0)7 Vad &r avstandet mellan punkten P
och linjen L?

. Los matrisekvationen

A’X — B=BX + A,

.. (1 =2 (-1 1
darA—(2 _1> ochB—(2 _1>.

. Ange for vilka a som ekvationssystemet

3r+6y =3
ar +a*y =2

ar entydigt 16sbart. Bestam for dvriga varden pa parametern a systemets l6sningar.

. Ange samtliga egenviarden och egenvektorer till matrisen

0o 2 1
A=|-1 3 1
2 -4 -1

Bestidm ocksa en diagonalmatris D och en matris T sddana att A = TDT~!.

. Lat F' vara den linjara avbildning som beskriver projektion pa den rata linje som gar

genom punkterna (0,0,0) och (=2, 1, —3). Bestdm F':s avbildningsmatris A. Forsla en
lamplig kontroll av avbildningsmatrisen, och utfér denna.

. Bestdm den allménna l6sningen till systemet av differentialekvationer:

{ya (t) = —Tyi (1) — 5ya(t)

Yo (t) = 10y1(t) + 8ya(t).

Ange speciellt den 16sning Y (¢) = (‘zl Eg) som uppfyller Y (0) = (i)
2

Lat G och H vara linjira avbildningar R* — R2. Uttryckt i standardkoordinater (z,y)

for planet sa beskriver G spegling i x—axeln och H spegling i linjen x = y. Visa att

den sammansatta avbildningen F' = G o H (s& att F(7)) = G(H(7))) beskriver en

vridning i planet. Hur stor &r vridningsvinkeln?
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1. Linjen kan skrivas L: (fZ/) = (_%1> +tv,t € R, dar v = PyP, = <_(2)4). Vi bildar vektorn

-1
u= PP = (—é) och projicerar w pa linjen L, dvs riktningsvektorn v. Vi finner att u)p =
o 1 . . — 0
T=U = %E = (_02). Om @ &r ndrmaste punkten blir ortsvektorn 0(3 =0 tup = (%)

_ -2
Néarmaste punkten &r alltsd @ = (0,2,1). Eftersom @ = ( (1]2> — ((2)> = (—%) ar minsta

1
-2
avstandet y|(—%)\| = V6.

2. Vi kan skriva ekvationen (A? — B)X = A + B, och om A? — B #r inverterbar sa #r alltsa
= (A2—B)"Y(A+B). Vi finner att A% = (@ %) saatt A2— B = (Z3_}) samt A+ B =

%) Slutligen blir (eftersom A? — B visar sig vara inverterbar) X = (:% :% )71(2 :5) =

-2 0-1y_ (20
3(2 ) (022) = (A1)

3. Om vi skriver systemet A(3) = (3) ddrd = (2 aﬁg) sd vet vi att systemet dr entydigt losbart
om det(A) = 3a® — 6a = 3a(a — 2) # 0, det vill siiga om @ # 0 och a # 2. a = 0 ger
systemet (3§]3), som saknar losning. a = 2 ger systemet (3$3) ~ (§33), med 16sning

zy zy zy

(v) =) +t(7?),teR.

- 2 1
4. Visoker egenvirdena genom att hitta nollstéllen till karaktaristiska polynomet: ‘ —21 3—4>\ 11 N

coo= =23 4202 — X = —A(\ —1)2, det vill siiga egenviirdena dr 0 och 1 (dubbelrot). Genom
att 1osa (A — M) = 0 for de bigge egenviirdena (och ténka péa att nollvektorn inte riknas

1
som egenvektor) finner vi att alla egenvektorer till A = 0 ges av (gé) = t<_12>,t eR,t#0.

Egenvektorerna till A = 1 ges (;2) = t((i)) + S(i),t, s € R, (t,s) # (0,0). Fran teorin for

diagonalisering vet vi att om vi bildar 7" med en bas av egenvektorer som kolumner, till exem-
112

pel T = (_12 0 (1)> sa giller att A = TDT~! dér D ar diagonalmatrisen som har egenvirdena

(i rétt ordning) pa diagonalen, dvs D = (§ g %).

-2
5. Linjen kan beskrivas L: (932) =tv,t € R, dar v 13> For ett allmént w ges projektionen

av u pa linjen av projektionsformlen, dvs F(u) = ggﬁ Vidare ges F':s avbildningsmatris A
av (F(e1) F(e2) F(es3)), dvs A:s kolumner bestar av i tur och ordning F(e;), i = 1,2,3, dvs
F(e;) = 22v, i=1,2,3. Dessa vektorer blir ﬁ(_GQ)’ ﬁ(_13>,ﬁ(—93), vilket innebar att

4 -2 6
A= (—62 L —93). En lamplig kontroll kan vara att kolla att F'(v) = v. Vi finner ocksé att
(57 63_ N=(7
ﬁ(% -3 9 )(—3) - (—3)'

6. Systemet kan skrivas Y'(t) = AY(¢), dar Y (t) = (Z;E g) och A = (777), och vi soker

egenviirden och egenvektorer till A. Karaktiristiska ekvationen &r 0 = det(A — \I) = A2 —
A+6=(\—3)(A+2) sa egenvirdena ar A = 3 samt A = —

/_\

Sedvanliga rékningar ger att vi som egenvektorer kan vilja 77 = (_12) (egenvirde 3) och

Uy = (1) (egenvirde —2). {v1,72} bildar en bas for planet och sélunda vet vi att allménna
l6sningen ges av

2(t)
Villkoret Y'(0) = (1) ger ekvationen C; (%) + Ca( 1) = (1) vilket ger att Cy = —2,Cs = 3.

Y(t) = (Zl(t) ) =C1( L) +Co(L)e™™, C1, Oy godtyckliga konstanter.

7. Vi vet att en vridning 6 (moturs) i planet har avbildningsmatris A = (gf’sg *Cgisne@). For att

bestdmma F':s avbildningsmatris soker vi F'(€;) och F(ez). Vi finner F(e;) = G(H(e1)) =
G(e) = —e; = (%)) samt F(ey) = G(H(ez)) = G(e1) = & = (). Alltsa blir avbildnings-
matrisen (_01 (1)) vilket beskriver en rotation ett kvarts varv medurs (och eventuellt ett antal

hela varv dessutom).
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