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Tentamen i Linjar algebra, 6hp, 2018-06-04, kl 14 - 19.

Inga hjalpmedel ar tillatna. Varje uppgift ar vird 3 poéng. For betyg 3 réacker 8 poéng, for
betyg 4 racker 12 poéng, och for betyg 5 récker 15 poéng.

Alla koordinater dr givna i en positivt orienterad ON-bas €y, €, for planet (R?) eller €y, €, €3
for rummet (R?).

1.

Lat IT vara planet z +y — 22z = 4 och lat uw = (—12> Dela upp w = u, + u) déir u, &r

ortogonal mot planet II och % &r parallell med planet II.

= (f1, fa f3), dir fi = <j2>, fo = (i), fs = (él), ar en bas for R?. Bestdm

. R 2 .
koordinaterna for w = —13> i basen f.

Lat

2 3
11 =2 1 1 -1
A:(—1 5 3),3: 0 -3 ,C:(l),D:(l 2),E:(2 1).

Los matrisekvationen

ABX = FE—-CDX.

. Lat F vara den linjdra avbildning som beskriver spegling i planet x + 2y + 3z = 0.

Bestdm F':s avbildningsmatris A. Kontrollera att en normalvektor till planet avbildas
korrekt.

-1 0 2
. Lat A= A(x) = 3 2 x+41 |. Visa att det(A) &r oberoende av z. Det visar
r+1 2 3—x
-2 1 -1
sig att for ett visst = blir inversen till A lika med 4 =2 g . Vilket = da?
11 1
2 2 2

. Bestdm den allménna l6sningen till systemet av differentialekvationer:

1 1(8) = w2(t) + ys(t)
Ya(t) = 2y (1) + 6ys(t)
5(t) = Ya(t)

Vilka l6sningar ar begransade da t — co?

—~
~
~—
I

<

. Antag att den linjira avbildningen F : R?* — R? har avbildningsmatrisen A, =

(% 7?) i standardbasen e = (€;,) . Basen f = (fy, f,) ér basen e vriden en vinkel
0 (i positiv led), 0 < 6 < 27. Vektorn u ar en egenvektor till £ med egenvérde 0, och
man vet att @ i basen f har koordinaterna Xy = (). Vilka vérden kan ¢ ha?



Losningsskiss for TAIU05, 2018-06-04

1.

y1(?)
. Systemet kan skrivas Y'(t) = AY(t), diar Y (¢) = <y;(t)) och A = (

1
En normalvektor till planet ar 7 = ( 12>, och eftersom u, = uyy blir u; = z=n = —%ﬁ =

11 o (1 1/ 1\ _1(3
5(—21).Urdetfarv1attuu—u—uL_(—12)+§<_12)_§<—03>,

. Kalla koordinaterna for x1, x2, x3. Vi skall bestdmma dessa sa att xlfl + xzfz + 90373 =, det

vill séga :cl( ) + o ( i) + 3 ( él) = (%3 ) Vi skall salunda 16sa ekvationen

vilken visar sig ha Iésningen x; = 1,290 = —1, 23 = 3.

. Vi skriver forst om ekvationen: ABX = E—CDX < ABX +CDX =E < (AB+CD)X = E.

Om AB + CD ér inverterbar har vi alltsa 16sningen X = (AB + CD)~'E. Vi riknar ut AB =
( ) CD = (13) s att ekvationen blir (% —2 )X = (% ’11) Nu ser vi att (2 7%) ar inverterbar

omam(kﬂ)lzgfﬂﬁ Alltsa blir X = £(537)(3 1) =3@H =G 1.

. For ett allmént @ far vi speglingen av @ i planet om vi fran u subtraherar 2 ganger u:s projektion

pa en normalvektor till planet, det vill sdga F(u) = u — Q%H Som normalvektor kan vi ta till
exempel m = (é) Vidare ges F' : s avbildningsmatris A av (F'(e1) F(e2) F(e3)), dvs A:s kolumner
bestéar av i tur och ordning F'(¢;), i = 1,2,3, dvs

F@E) =2 —-22""7 i=1,23
n-n
-3 1( 6 —2-3
Dessa vektorer blir = ( > ( ) (—g) vilket innebér att A = = ( _?’) 36 —g ) En normalvek-
6 —2 —3

tor skall avbildas p& minus sig sjalv. Vi finner ocksa att %(—% 36 —g) (é) = —(é)

. En direkt utrdkning visar att det(A = ‘ -?—1 % §+1 —2(3—x)+12—4(z+1)+2(x+1) = 4 som
x

inte beror pa x. En matris ganger sin invers (i valfri ordning) skall ge enhetsmatrisen. Vi rdknar ut

AV 42 —2\/-10 2 [ 820 0 4@-3) \
produkten: [ 4 2 3 ( 3 2x+1> = ( 8 45 >< 3 2x+1> = 1( 5=3) 2 ~9(e—3) | vilket
3 3 —3) \otl28e 11 -1/ \et+123-2 3—a 0 2(z—2)

N[ —

2 2
blir enhetsmatrisen precis nir x = 3.

-1 L.
0 ), och vi soker

I)=-X+X+

(=] R

y3(t)
egenvirden och egenvektorer till A. Karaktéristiska ekvationen ar 0 = det(A —

AN —4=—(A—2)(A—1)(A+ 2), sa rotterna/egenvérdena &r 2,1 och —2.

> oo

-1 .
Sedvanliga riakningar ger att vi som egenvektorer kan vélja 77 = ( 2 ) (egenvérde 2) , Ug = ( 2 )

(egenvirde 1) och w3 = ( %1) (egenvirde —2). {v1,v92,v3} bildar en bas for planet (tre skilda

egenvirden) och salunda vet vi att allménna 16sningen ges av
y1(t) _ _

Y(t) = <y;(t)) = C'1< 21)6% + 02( 25)6t + C’g( 5 )e_2t, C1, (s, C5 godtyckliga konstanter.
ys(t) 1 2 -1

De 16sningar som ar begridnsade da t — oo karakteriseras av att Cy = Cy = 0.

Antag att basen f dr vriden vinkeln 6 relative basen e. Det innebér att f = €T diar T =

( cosf sinf
—sinf cos

). Om koordinaterna i standardbasen e betecknas med X, har vi att © = eX, = f =

eT'Xy, dvs X, = TXy. Eftersom u &r en egenvektor med egenvérde 0, sa foljer att 0 = A, X, =

—sin6 cos@
om 0 < 0 < 27 s innebar det att 8 = %’T eller 0 = %’r.

AQT.;(i = (452 cos Snl)(3) = ... = 5(cosf +sinf)( 2 ). Alltsa &r cosf + sing = 0, och
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