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Tentamen TATUO05/TEN1 Linjir algebra 6hp, 090609, kl 8-13.

Inga hjdlpmedel tillatna. Skriv din anonyma kod pa varje ark som ldmnas in. Skriv bara pa
ena sidan och bara en uppgift pa varje ark. Varje uppgift ger maximalt 3 poédng. For betyg
3, 4 resp. b rédcker 8, 11 resp. 14 poédng. Resultat meddelas via epost och tid f6r visning via
kursens hemsida.

OBS! Alla koordinater ar givna i en positivt orienterad ON-bas €1, €2, €3 for rummet (motsv.
for planet).

1. Finn en 2 x 2 matris X sddan att (X — A)"'B = A, dar

(4 02) a=(31)

2. Bestém en matris T och en diagonalmatris D sadana att A = TDT~! om

Berikna sedan A25.

3. Bestam det minsta avstandet mellan linjen (z,y,z) = t(—2,1,1) och planet som gar
genom punkterna A : (1,0,0), B :(0,1,0) och C : (0,0,1).

= 1 1 = 1 2 - 1 2
4. Visa att vektorerna f1 = = | 2 |, fo = = -2 och f3 = - 1 bildar en
3 2 3 1 3 -2

positivt orienterad ON-bas f6r rummet. Bestdm dérefter ekvationen for planet
x1 + 2x9 + 3x3 = 0 (gamla koordinater) i basen f1, fo, fs.

5. Los systemet av differentialekvationer

22 (t) = 2x(t) +
xh(t) = 8xi(t) +
med begynnelsevirden x1(0) = 1, 22(0) = 1.

6. Lat F vara den linjiara avbildning som projicerar varje vektor i rummet ortogonalt pa
planet M. Antag att M innehaller origo och att F' projicerar vektorn u = (2,3,2) pa
vektorn F'(u) = (1,1, 3). Bestdm planets ekvation samt avbildningsmatrisen for F.

7. Vilken punkt pa cirkeln med centrum i (10,10) och radie v/5 ligger nirmast linjen
20 +y =57



Losningsforslag till Tentamen Linjar algebra TAIUO05, 090609

. Vi loser ut matrisen X ur ekvationen och berdiknar A~!. Vi far att

(X-A)'B=AcX-A=ABY)Y'eX=A+BA' &

()AL

. Matrisen A har egenviirden —1 och 3 och respektive egenvektorer ¢(1, —1) och
t(1,1), t # 0, sa vi far att

(1) (3 )

Vi far sedan, eftersom A% = TD?»T~1 att

gL -1 0 I -1\ _1/3%-1 3%+1

2\ -1 1 0 3% 1 1 T2\ 3B 41 3P -1 )
. Vektorn @ = (1,0,0) gar mellan punkten A i planet och origo pa linjen. Lingden av
projektionen av @ pa planets normal blir darfor det sokta avstérldet. Normalen n
till planet fas genom att ta kryssprodukten mellan vektorerna AB och AC' och blir

(en multipel av) (1,1, 1). Planet har ekvationen = +y + z = 1. Vi far med
projektionsformeln att

i} 1!

B 1 _g 1 ;
7| 1 1
1

1
s& avstandet blir = - /3 = —.
3 V3
. Det dr enkelt att kolla att vektorerna har ldngd 1 och dr parvis ortogonala.
Dessutom &r f; x fa = f3 sa de bildar en positivt orienterad ON-bas. Vektorerna
f1, fo och f3 bildar kolonnerna i en matris 7" som anger sambandet mellan gamla
och nya koordinater, X = TY . Saledes blir x; + 2x5 + 3z3 = 0 i nya koordinater

1 + 2ys + 2y3 + 2(2y1 — 2ys + yg) + 3(2y1 + Y2 — 2y3) =0& 11y +y2 — 2y3 = 0.

. Vi soker forst egenvektorer och egenvirden till koefficientmatrisen ( ; 1{2 )

Efter rdkningar finner vi att egenvirdena blir —1 och 3 med egenvektorer t(1, —4)
respektive £(1,4). Allménna l6sningen blir déarfor

T o —t 1 3t 1
($2>—01€ (_4>+CQ€<4>



Begynnelsevirdena ger till slut att C; = 3/8 och Cy = 5/8 | sa 16sningen till

systemet blir
zp\ 3¢t 1 N 5e3t (1

. Normalen till planet blir (rita bild!) lika med n = — F'(a) = (1,2, —1) och
eftersom planet innehaller origo far det ekvationen x + 2y — z = 0. Da F' &r en
ortogonal projektion har I’ egenvirdena 0, 1 och 1, med egenvektorer parallellt med
normalen (for 0) och parallella med planet (for egenvardet 1). Vi véljer tva linjért
oberoende vektorer i planet for att tillsammans med normalen fa en bas av
egenvektorer. Da blir

1 1 2 -1 0 0 0 1 2 -1
A, =TDT'== 2 -1 0 01 0 2 -2 =2
6\ 21 0o 1 00 1 1 2 5
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. En normallinje till linjen 22 + y = 5 har riktningsvektor (2, 1) sa normallinjen
genom (10, 10) har ekvationen (z,y) = (10 4 2¢,10 + t). Denna linje skér den givna
linjen i den punkt R som ligger ndrmast cirkeln. Vi far skdrningspunkten genom att
16sa ekvationen 2(10 + 2t) + (10 4+ t) = 5, dvs t = —5 vilket ger R : (0,5). Vidare ar
vektorn mellan cirkelns medelpunkt och R lika med (—10, —5), sa punkten P som
ligger pa cirkelns periferi ndrmast R far vi med vektoraddition fran origo till

(10, 10) och striickan /5 i riktning mot R och blir

(o) () (5)
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