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1. Den stokastiska variabeln X har täthetsfunktionen (p.d.f.)

f(x) =

{
c (1− x)

c−1 om 0 < x < 1

0 annars.

där c > 0 är en konstant.

(a) Visa att f(x) är en giltig täthetsfunktion för X. 1p.

(b) Beräkna fördelningsfunktionen (c.d.f.) för X. 1p.

(c) Beräkna E
[

1
(1−X)2

]
då c = 5. 1.5p.

(d) Beräkna variansen för (1−X)
2 då c = 5. 1.5p.

2.

(a) Antag att X följer en betafördelning med parametrarna α = β = 2. Vilken täthetsfunktion
(inklusive de�nitionsmängd) har Y = X2 ? 2p.

(b) Antag två stycken oberoende variabler T och W , där T är exponentialfördelad med E [T ] = 2 och
W är χ2-fördelad med 2 frihetsgrader. Vilken fördelning har Z = T +W ? 2p.

(c) Beräkna variansen för 2T −W . 1p.

3. Antag att du har n stycken oberoende observationer från sannolikhetsfunktionen

f(x|θ) =

{
xx−1θx−1e−xθ

x! för x = 1, 2, 3, . . . och 0 < θ < 1

0 annars

(a) Härled maximum likelihood-skattningen θ̂ av θ. 2p.

(b) Tag fram maximum likelihood-skattningen
ˆ(
1

1−θ

)
av
(

1
1−θ

)
. 1p.

(c) E [X] = 1
1−θ . Härled momentskattningen θ̂mom av θ. 1p.

(d) Variansen för X är θ
(1−θ)3 . Visa att E

[
X2
]

= 1
(1−θ)3 . 1p.
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4. Antag två oberoende stickprov från populationernaX ∼ N(µX , σ
2
X) och Y ∼ N(µY , σ

2
Y ), där µX , µY , σ2

X ,
och σ2

Y är okända.

(a) Antalet observationer i det första stickprovet var nX = 9 och gav
∑9
i=1 (xi − x̄)

2
= 25.8064.

Bestäm den kon�densgrad som användes för det första stickprovet då längden på ett dubbelsidigt
kon�densintervall för µX blev 4. 2.5p.

(b) Det andra stickprovet med nY = 9 stycken observationer gav
∑9
i=1 (yi − ȳ)

2
= 6.2485. Utför

följande hypotestest på 5% signi�kansnivå: H0 : σ2
X = σ2

Y mot H1 : σ2
X 6= σ2

Y . Drag fullständig
slutsats av ditt test i ord. 2.5p.

5.

(a) Antag ett oberoende stickprov från sannolikhetsfunktionen i uppgift 3. Antag även att aprior-
ifördelningen för θ är χ2-fördelad med E [θ] = 5. Härled aposteriorifördelningen för θ för ett
godtyckligt stickprov x1, x2, . . . , xn. 2p.

(b) Beräkna aposteriorifördelningen för θ i uppgift 5(a) baserat på följande stickprov: 5, 7, 6, 6, 7, 8.
1p.

(c) Antag ett oberoende stickprov X1, . . . , Xn|µ
iid∼ N(µ, σ2 = 9) och apriorifördelningen µ ∼ N(0, 3).

Aposteriorisannolikheten P [µ|x1, . . . , x6 > 1] blev lika med 0.5 i ett stickprov om n = 6 observa-
tioner. Vad var stickprovsmedelvärdet x̄ i detta stickprov? 2p.
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