MVEOQ090 Matematisk statistik Z, 7.5 hp

Tentamen 17 januari 2008 em M
Obs att detta dr d&ven omtentamen fér TMS051, del B.

Tillatna hjilpmedel &r riknedosa utan lagrad information om kursen, Beta, kursens formel-
och tabellsamling.

Examinator &r Tommy Norberg, ankn 3528 eller 073079 42 09.
Assistent dr Sofia Tapani, ankn 5336.
Jour: Sofia (eller Tommy) gér att nas per telefon under tentamen.

Maximalt antal tentamenspoéng ar 30, av dessa krivs normalt 12 f6r godkéint betyg och 18
resp 24 for 4:a och 5:a. Losningar till tentamensproblemen gar att ladda ner fran kurshemsi-
dan. Réttningsprotokoll anslas ej.

Svar och 16sningar skall motiveras om ej annat sags i uppgiften.

Uppgifter

1. Betrakta ett slumpmassigt forsok i vilket handelserna A, B, C ar 6msesidigt uteslutande
och sddana att exakt en av dem maste intréffa. T.ex ett térningskast och A = {1,4},
B = {2} och C = {3,5,6}. Lat F vara en annan héndelse. Visa férst allmént att

P(F)=P(A)P(F|A) + P(B)P(F|B) + P(C)P(F|C) (1)

och verifiera sedan (1) numeriskt for tarningskastfallet med F' som hindelsen att ett
udda antal prickar erhélls. Antag darvid att tdrningen dr symmetrisk. Vad &r P(A|F)?
Ange forst en formel for berdkning av P(A|F). Rékna sedan ut (med hjilp av formeln)
denna betingade sannolikhet i tdrningskastexemplet. (5 p)

2. I en studie av risken for utbrott av vattenburen smitta (d.v.s smitta spriden genom
dricksvattnet) p4 Europanivé redogjordes for 86 kiinda utbrott under aren 1990-2005.
Antag en lamplig fordelning for antalet utbrott under ett ar, och skatta sannolikheten
fér minst 2 utbrott under ar 2008. (3 p)

3. Hirled en formel for simulering av observationer ifran Paretofordelningen. (3 p)

4. T denna uppgift ska vi studera en tva-dimensionell stokastisk variabel N, X, diar N ar
diskret och X &r kontinuerlig. Tathet for N, X ar funktionen

fln,z) = e_)‘)‘—:b\/r;e_%(m_"”)”("’z) for n=0,1,..., —c0o <z <0
n: NG

diar A > 0, —00 < pu < 00 och ¢ > 0. Berdkna den betingade tatheten for X givet
N = n. Motivera extra noga stegen i berdkningen. Beskriv motsvarande fordelning i
ord. (4 p)

5. I en studie av ett nytt métinstrument mitta man mot en s.k normal med det kinda
virdet 1. Dirvid erholls i n = 25 métningar Yz = 27.71 och Y 2? = 35.984. Bestim
ett uppat begransat 95% konfidensintervall for métinstrumentets standardavvikelse.
Antag normalférdelade observationer. (3 p)

6. I en simulering av en produktionsanliggning hann man under en dag géra 400 oberoende
observationer av tiden det tar for en operatdr att plocka ut ett bearbetat rddmne ur
en magkin och sétta in ett nytt, samt starta maskinen. Dérvid erhélls Yz = 11028.6
och 3" 2? = 314610.46. Beriikna ett 99% konfidensintervall for forviintad operatérstid.
Tidsenheten &r sekunder, sa det kan vara lampligt att avrunda till en decimal. Ange
forutsattningarna for dina berdkningar. (3p)



7. Tillverkare av allehanda produkter ar (bor i alla fall vara) intresserade av sina produk-
ters (férvintade) livstider. Statistik Gver livstider kan vara bade dyr och tidskrivande
att fa fram. I ett fall studerades 5 enheter tills alla slutat fungera. Man erhéll

3.48 241 1.43 2.75 6.59

(tidsenhet: ar). Man utgér ifran att data d&r Weibullférdelade med parametrar « och 3.
I en verklig arbetssituation skulle din uppgift kanske vara att ML-skatta a och 8. Men
for att denna uppgift inte ska bli for komplicerad rent numeriskt vill jag att du endast
ML-skattar o under antagandet att 8 = 2. Skatta sedan forvintad livslingd p, samt
det som i en del sammanhang kallas L20, ndmligen den tid som i genomsnitt 80% av
alla producerade enheter 6verlever. Klarar du inte att ML-skatta «, s gar det dnda att
skatta p och L20. Gor i s3 fall det. (5 p)

8. Vid en jamforelse av tva algoritmer for 16sning av det s.k handelsresandeproblemet
upprepade man en berdkning med algoritm A 5 ganger och med algoritm B 7 ganger.
Men erholl olika virden varje gang eftersom algoritmerna innehaller slumpmoment som
ger varierande berdkningstider pa samma problem. Fér algoritm A erholls

4.53 4.26 5.18 5.24 5.16
och for algoritm B erholls
4.28 4.92 4.81 5.06 4.78 4.79 4.60

Tidsenhet: minuter. Kan du m.h.a statistiska metoder du lart i denna kurs pavisa att al-
goritmerna dr olika i nagot avseende? Antag oberoende normalférdelade observationer.(4 p)



Kortfattade svar eller 16sningar till MVEQ90 den 17/1-08

. P(F)=P(FNA)+P(FNB)+P(FNC) = P(A)P(F|A)+P(B)P(F|B)+P(C)P(F|C)
(den 1a likheten foljer ifran additivitet och att utfallsrummet & A U B U C, den 2a
ifran definitionen av betingad sannolikhet). Formeln &r P(A|F) = P(A)P(F|A)/P(F).
De numeriska bitarna &verlates.

. Poissonfordelning med intensiteten A ~ 86/16 = 5.375. Sannolikheten for minst 2
utbrott under ar 2008 dr > ;o e *AF/kl =1 — (e +e7*\) ~ 0.970

. Enl kiind sats ska man 16sa z ur u = F(z) eller u = 1 — F(z), dir u &r slumptalet. For
Paretofordelningen giller att 1 — F((z) = (xr/x)® for £ > zr > 0, si vi far direkt ur
den andra ekvationen att x = z7/u'/*.

. Det giller hir att tinka ut uppdelningen f(z,n) = p(n)f(z|n) och kinna igen Poi(A)-
tétheten
A’n
— A

och inse att N ~ Poi()). Den betingade titheten for X givet N = n dr siledes

o3 (@—nw)?/(no?)

f(zln) =

2mno

Detta dr en tatheten i N(nu, /no)-fordelningen. Man kan ténka sig att X &r en summa
av N oberoende N(u, o)-variabler.

. s = (35.985 — 27.712/25)/24 = 0.2196 = 0.46872. Ur (n — 1)s2/0? ~ x2(n — 1)
konstaterar vi att P((n — 1)s2/0? > 13.8484) = 0.95 (se lamplig tabell), sa 02 <
(n — 1)s2/13.8484 = 0.3806 = 0.617? eller ¢ < 0.617 gller med konfidensen 95%.
Anvander man den foérenklade metoden i Beta, s& ska man fa o < 1.316s = 0.617

. Har man 400 observationer vore det mycket ovanligt om inte centrala grinsvirdessatsen
kan tillimpas. Den samt faktumet o & s ger att approximativt galler (Z—pu)/(s//n) ~
N(0,1). Sa med ca 99% konfidens giller u = 7 + 2.576s/+/n. Aterstar att beridkna 7 =
11028.6/400 = 27.572 och s = (314610.46 — 11028.6%/400)/399 = 26.4045 = 5.1385>
och, darfor, p = 27.6 £0.7

. Weibulltdtheten ar f(z) = aBzP—te=2" sj troligheten &r
L(o, B) = [1; 0Baf ‘e % = anpn ([;a:)° ' e @ et
Den logaritmeras och maximeras m.a.p « for fixt § = 2, enl

log L(a, ) = nloga+nlogB+ (6 —1) >, z; —azix?

_ OlogL(a,8) _ B —
0= ""=a 2% = a_szf
ML-skattningen av « &r saledes & = Z-nw’-’ = 5osio = 0.0705, ty 8 = 2. I for-

melsamlingen ses att p = a~'/AT(1 + 1/8) = a~'/?T(1.5). T den ser vi ocksa att
I'(1.5) = 0.50(0.5) = 0.5¢/7, s& vi far till sist skattningen i = 0.0705~'/20.5\/7 = 3.338.
Den som inte kan ML-skatta a, berdknar istéllet i = Z = 3.332 och sedan & ur samban-
det 4 = a~'/?T(1.5). Han/hon bér fa @ = 0.0707. 120 #r estimatet av 0.20-kvantilen
Zo.2. Den fas teoretiskt genom att 16sa F'(zg.2) = 0.20. Ur F(zg2) =1— e=2%0 fas att
Zo.2 = ((—10g0.8)/a)/?, s 120 = ((—1og0.8)/0.0705)*/? = 1.779 ~ 1.78. En sista titt
pa data ger att resultatet dr rimligt (en observation dr ju mindre och de 6vriga fyra
storre).



8. Man boérjar med att notera (rdkna ut) att na = 5, Ta = 4.874, s4 = 0.449 och
ng =7, T = 4.749, sg = 0.250. Anvind darvid girna formlerna Z = (3 z) /n och

s = (Z 22— (Y )’ /n) /(n—1). Ur den hemska formlen pé sida 348 far vi att antalet
frihetsgrader i jimftrelsen ska vara 5. Rékna sedan ut

1 — To
V$4/ne + s5/ns

och jAmfér med tg.10(5) = 1.476. S3 inte ens med 20% felrisk kan vi pastd att p, # pus.

= 0.506



