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������� -��'�� �����.�������� $�� �$) ����&����� &'� ��� �$��� () �$��������
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,'� ��� ���� ����%�� �� ��%������ -��'$� �� .����� '$�� (��+����� ��. ��
��2���/ 9���� :��� ��� ���� �2���. -����$�� �+� �((%�&��� �� ��� -����..�
'$��&'���%�&�������� ��. ��������� �� -����$� ����%������� ���� ����%�������/

0� �� -��'$� %'�� ����%����� ��. ���� �� ����$����� � �((%�&��� � �����
�� $��� ��.��%� �+� �� �� ����$����/

;((%�&��� -���)� ������ �$ &�. ����((%�&���/

������� �

F

Ff

,�%�� 	� 3����� � -���� %�� �((��$ ���� �� ���$���� ��&� F (t) ��. � ��� ���
()$���� -����� �����%���/ Ff (t) �� �� -��������� ��&�/

�< 4������ (��+��� 	/ 4����. '$��&'���%�&�������� &�)� ��� ���$����
��&��� F ���� -����� �����%��� �) Ff = 0/

=	(<

-< 4������ (��+��� 	/ 4����. '$��&'���%�&�������� &�)� ��� ���$����
��&��� F ���� -����� �++��������� �) Ff �� (��(��������� .�� -�����
�����%���/

=	(<

�		
���� ������� 	� ���� �����
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R

Cu uc

,�%�� 
� �� �7����� ��� ����%����� �� �(�����%�� u(t) �+� ����%����� �(���
���%�� '$�� ����������� uc(t)/ ����������� � .����)���� �� R� �(�+�������
� ����������� �� C/

+< 4������ (��+��� 
/ 4����. '$��&'���%�&�������� &�)� ��� ���$����
�(�����%�� u ���� �(�����%�� '$�� ����������� uc/

=
(<

������� �

q2

q1

h
A

,�%�� �� �� ��� ��. &2��� () &�)� �$) �)�� �+� $� �� &'� ����&����� ����%�
��� ��%�� ������ �� �� �����/ q1(t) �+� q2(t) �� �� �$) ��>'����/ ,�'���
q1(t) ������ ����� ��� � ������ .����� >'��� q2(t) ������ $�� �� �)�% ������
.�� ������� �����%���� &'� ��� &'��� ����&��� ����� ��� � �����/ ����� ��
+2������&��.�� .�� ����� A/ ?���%����� �� q1(t) �+� q2(t) .����� ����%�����
�� �'8��� h(t) � �����/

�< 4������ (��+��� �/ 4����. '$��&'���%�&�������� &�)� ��>'��� q1 ����
�'8��� � ����� h/

=	(<
�< 4������ (��+��� �/ 4����. '$��&'���%�&�������� &�)� ��>'��� q2 ����

�'8��� � ����� h/
=	(<
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4������ ��� )����((���� �2���.�� �����/

�r + � �e F (s) �+ ��
v

+
G(s) � �

y

�−

�)� (��+����� %�� �$

G(s) =
1

s2 − 1
.

@(�+�:������� () ��� )����((���� �2���.�� ��$�� ��� ���%&��.��� -'�$���
���������%�� �� ���� &'�8��� �$�

lim
t→∞

(r(t) − y(t)) = 0,

�)

r(t) =

{
0 t < 0
1 t ≥ 0

.

��� &'����% �� ��� ��2�� (��+����� .�� ��%�������

F (s) =
s − 1

s
.

�< 4����. ��� $����)���� &���� �) -'�$����� �� ��� ���������%/ A� �(�+��
:������� �((&2���B

=�(<

-< ���� (��-��. �� �((�..� .�� ��� $���� ��%�������B
=
(<

�
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4������ �2���.�� �����/

�r + � �e F (s) � G(s)
+ ��

v
+

� �
y

�−

G(s) =
1

(s + 1)3

F (s) = Kp

�< @���� -������%��..�� &'� (��+����� G/
=
(<

-< 4����. Kp � 5���%������� �$�� ����%� C��%����9�+���� �8��$�$��%���%��
.����/

=	(<

+< ��� -��� �.(�����.��%������ .�� ��..� ��%������B
=
(<
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;((%�&��� -���)� � ��� �$%'�� ��� D�������D ��%�������2( ��. �� ��$���
��� &'� ��� ��%���� �� (��+��� �) ��� %�$�� �(�+�:������� �� �((&2����/ 0��
)����((���� �2���.�� -����$� �$ -��+�+��.�� �����/

�r + � �e F (s) � G(s)
+ ��

v
+

� �
y

�−

,'�8���� &2�� ���� ��%�������2(�� :��� ��� $��8� ()/

FP (s) = Kp

FPI(s) = Kp +
Ki

s
FPD(s) = Kp + Kds

FPID(s) = Kp +
Ki

s
+ Kds

? ����� �((%�&� ��%�� $� ��� ��� �� 5���%������ �� ������ �� �� 5?���%������
��. �� ������ �� �� 50���%������ ��. � ��� ��� �� ������ �� �� 5?0�
��%������� �$� 5 E 5? E 50 E 5?0/

;((%�&��� -���)� �$ ��� ����((%�&���/ ���� $��8� ����((%�&� (���������� �� (���
+��� G ��. �� ��2���/ ,'� $��8� (��+��� :��� -������%��..�� �+� �2F�����
���%��..�� ��(����������/ ? -������%��..�� %�� &��$������%�� �$ ��� ����+�
��� ���8�� �+� &'��������%�� �$ ��� ��..�����%���� ���8��/

;((%�&��� -���)� � ��� �$%'�� $���� ��� ������� �$ �� &2�� ��%�������2(����
�$�� ��. �� ��$����� &'� ��� ��%���� (��+����� �) ��� �� %�$�� �(�+�:��
�������� �� �((&2����/ 0�� :��� ��%� ����� �(�+�:������� �� �� ��. ��
����2+��%�� ��%�$��/

9� -��'$�� ���� ����%�� �)%�� ��%������ .�� �� �� ���� �+� ��&'���%� .���$���
$��&'� 8��� ��� ��%�������2( �� &'����)� �� ��� ������� � ����%� ��:��������
�$�� � ��. �� �((&2��� ��� %�$�� ��� %�$�� �(�+�:�������/
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�< ,'� (��+����� -����$�� �$ -���� �+� �2F�������%��..�� �$��� $����
�$ �� &2�� %�$�� ��%�������2(���� �� ��� ������� ��. �� �((&2���
&'�8���� �(�+�:�������B

� 0�� )����((���� �2���.�� �� ���� �� �� %���2+��% ���-- ���%�
���/

� 0�� )����((���� �2���.�� �� �� �� &��.��%���� () .���� 45◦/

=
(<

�		
���� ������� 	� ���� �����
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-< ,'� (��+����� -����$�� �$ -���� �+� �2F�������%��..�� �$��� $����
�$ �� &2�� %�$�� ��%�������2(���� �� ��� ������� ��. �� �((&2���
&'�8���� �(�+�:�������B

� 0�� )����((���� �2���.�� �� �� �� &��.��%���� () .���� 60◦/

� @��%&��.��� -'�$�����������%�� �� ���� &'�8�� ���� $����)���
�� &��/

=
(<
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+< ,'� (��+����� -����$�� �$ -���� �+� �2F�������%��..�� �$��� $����
�$ �� &2�� %�$�� ��%�������2(���� �� ��� ������� ��. �� �((&2���
&'�8���� �(�+�:�������B

� 0�� )����((���� �2���.�� �� ���� �� �� %���2+��% ���-- ���%�
���/

� 0�� )����((���� �2���.�� �� �� �� &��.��%���� () .���� 30◦/

� @��%&��.��� -'�$�����������%�� �� ���� &'�8�� ���� $����)���
�� &��/

=
(<

�
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�� &'������ .����� �$ �� ���$���� � �� -�� �� -����$�� �$ .������� �����/

θm

Jm

θw

Jw

k, c
Mm Mw

3����� %�������� ��� ���$���� .�.��� Mm ��. '$��&'�� ���� �8������� $��
�� ������� ���$�G�� .�� ������+�������H+���� k �+� &������ c/ θm �+� θw ��
$����� () .���� ���(���$� �8�������/ ,������� ()$���� �$ ��� -��.�����
.�.��� Mw () �8�������/

I���. ��� ����� �(( -������$��������� &'� ���$����� &)� $� &'�8���� ��.�
-���

Jmθ̈m(t) = Mm(t) − k(θm(t) − θw(t)) − c(θ̇m(t) − θ̇w(t))

Jwθ̈w(t) = k(θm(t) − θw(t)) + c(θ̇m(t) − θ̇w(t)) − Mw(t)

�< ���8 ������)�� �+� ����� �(( �� ������)���.����� &'� ���$�����/ ?���%�����
�� Mm �+� Mw� ����%��� �� �����%����� () �8���� θ̇w/

=�(<

-< 4����. '$��&'���%�&�������� &�)� .����.�.��� Mm ���� �8��$��$�����
θ̇w/

=
(<

!
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4������ ��� )����((��� �2���. ����%� �����/

�r + � �e F (s) � G(s)
+ ��

v
+

� �
y

�−

G(s) =
1

s + a
, a < 0

�+�
F (s) = Kp.

�� ����� ��� Kp �� $��� () �) ���� ��� ��� )����((���� �2���.�� �� ��2.(�
������ ���-���/

�)� r(t) $��� ��� ���������% ��. ��%%� () $�� t = 0/

��� ���������$� ���� ��� ��:����� ���%����� ts =��. �� %� ��� �)%�� �����
$���� () ���%����� �� ��� $� ��$��� ����%��� � �����< �� ��. ��� ��'����
$����� () T �) ��� y(t) ≤ t

T
&'� ���� t > 0/

0) ����%����� �� ��� ���������% �) �� �������� () ��� .�G�.��� '$������%��
��:������ ��.

M = max(y(t) − 1), t > 0

,'� ����� �2���. �..�� ���%����� ��� %� �� ����� %���� &'� �������� () ���
.�G�.��� '$������%�� $���� .��&'� ��� &'� ��� �� ����� '$������% �) .)���
$� �� ��� ���--� �2���./

���� ��� M ≥ −ats/

=�(<

����� � ���
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�

�< �)� -����� .���� $��� m �+� ���� �����%��� $��� v(t)/ 9�J���� �����
��% %��

mv̇(t) = F (t).

��(��+������&��.����% %��

msV (s) = F (s),

$���� %��
V (s)

F (s)
=

1

ms
.

-< 5) ��..� ���� ��. � �<� &��� Ff (t) = bv(t)/ 9�J���� ����� ��% %��

mv̇(t) = F (t) − bv(t).

��(��+������&��.����% %��

(ms + b)V (s) = F (s).

$���� %��
V (s)

F (s)
=

1

ms + b
.

#++����������� �� ��������$���� �$ �����%�����/ 0$� A(s) = sV (s)� ���
A(s) �� ��(��+������&��.������� �$ �++������������ ����� ����� ���� ���

A(s)

F (s)
=

s

ms + b
.

+< @(�����%�� '$�� .����)���� %�� �$ Ri(t)� �(�����%�� '$�� ��������
���� %�� �$

∫ t

0
i(τ)dτ / ���+��K� ��� ��% %�� ��� ��..�� �$ �(�����%����

� �� ������ ���� �� $��� �/ 0$�

u(t) − Ri(t) − 1

C

∫ t

0

i(τ)dτ = 0

,'� ��� �'�� (��-��.�� -��'$�� $� &'��� -����� ���'..��/ ��(��+��
�����&��.����% %��

U(s) = (R +
1

sC
)I(s)

		



0���� %�� ��� ���'..�� %�� �$

I(s) =
sC

RCs + 1
U(s)

9� �� $� -����� �(�����%�� '$�� ����������� ��.

Uc(s) =
1

sC
I(s) =

1

sC

sC

RCs + 1
U(s) =

1

RCs + 1
U(s)

�< ���2.�� � ����� �� ����%����� �$ ��>'���/ 0$�

V (t) =

∫ t

0

q1(τ)dτ

V (t) = Ah(t)

����� ����� ���� ���

h(t) =
1

A
V (t) =

1

A

∫ t

0

q1(τ)dτ

��(��+������&��.����% %��

H(s) =
1

As
Q1(s).

�< @�. �((%�&� �< .�� ��������� ��� ��>'��� � ����� �� &'���'8� L ���
������ �$�

���2.�� � ����� %�� �$

V (t) =

∫ t

0

q2(τ − L)dτ

��(��+������&��.����% %��

H(s) =
e−sL

As
Q2(s).

	




�

�<

G(s) =
1

s2 − 1

F (s) =
s − 1

s

L(s) = F (s)G(s) =
1

s(s + 1)

Gry(s) =
L

1 + L
=

1

s2 + s + 1

E(s) = R(s) − Y (s) = (1 − Gry(s))R(s) =
s(s + 1)

s2 + s + 1
R(s)

R(s) =
1

s

lim
t→∞

e(t) = (�. ����$����� �G�������) = lim
s→0

sE(s) = lim
s→0

s(s + 1)

s2 + s + 1
= 0.

@���$����� �G������� �&�����. �'������ ���� s2 + s + 1 = 0 ���� ��%%�� �
�L5/

�&�����. ��� $����)���� &���� %)� .�� � �) ����� ��%������� �$ ���
&'�8� ���%&��.��� -'�$�����������%��/

-< ��%������� ��+������� �� �����-�� (�� � (��+����� � ����� �� �8 ��� ���
�..������ �&�����. '$��&'���%�&��������

Gvy(s) =
G(s)

1 + F (s)G(s)
=

s

(s − 1)(s2 + s + 1)

��� �� �����-�� (��/ 0���� .��&'� ��� �� -�%������ ��'����% �� %�
�((��$ ���� �� ����%��� ��. %)� .�� ������%�����/

	�



�

�<

G(s) =
1

(s + 1)3

|G(jω)| =
1

(1 + ω2)
3
2

arg G(jω) = −3 arctan(ω)

M$��&'���%�&�������� ��� ���((�� -�2�(����� � ω = 1/
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-< ? -������%��..�� ��� $� ��� &'��������%�� �� +� 	N� �) &��$������%��
�� 	�� %����� =$� �� �$�� ���� �� ����� ����2����</ 0���� .��&'� ���
K0 = 8� $���� .��&'� ��� Kp = 0.5K0 = 4/

+< �&�����. C�9 $��8�� Kp = 0.5K0 �) -��� �.(�����.��%������ &'� ���
)����((���� �2���.�� ����.����� 2/

	 



�

�< ,'���� ������%��� (��+��� ���� �'����/ I���. ��� '� Kp �� $� %���
�2+��%� �'% '$��������%�&��$��� �+� ���.�� %���2+��%� ���-- ���%�
���/ ,'� �� 5���%������ �..�� &��.��%������ ������ ��� $��� ��'��� ��
!� %�����/ @$��� 5���%������/

-< ,'� ��� �((&2��� ��$�� () ��� ���.����� $����)���� &���� �) .)���
$� �� ?�$���� � ��%�������/ ?������ �..�� ��� -���� .�� �� �G���
&��$������% () !� %�����/ ���$�� () &��.��%������ �� �((&2���� .��
�� 5?���%������ %���. ��� $��8� Kp ������+��%� �����/ @$��� 5?���%������/

+< ,'���� ������%��� (��+��� .�� ����%���$����/ �&�����. (��+����� ���
��� �����)���� �� ����%������. �) .��&'� ���� ��$�� () ��� ���.����
�� ��� $���)���� &���� �)%�� ��$ () ��%�������/ ���$ () %���2+��%
���-- ���%��� .��&'� ��� '$��������%�&��$����� .)��� ���� $���
%���2+��%� �'%� �$� Kp .)��� ���� $��� %���2+��%� �����/ 0����
.��&'� ��� $� ���� �� %�������� &��.��%�������$�� �. ���� ��%������
�����)���� (�����$ &��$������%� �$� 0�$����/ @$��� 50���%������/

�

�< ��� ���-��� $�� �$ ������)�� �� x1(t) = θm(t)� x2(t) = θw(t)� x3(t) =
θ̇m(t)� x4(t) = θ̇w(t)� ����� %�� ��� �� ������)��.����� �$ ������% &2��/
I���. ��� ����� () �$��������� �) ��� $� ��� -������$��������� ��-���
-���� () ��������� .����� θm(t) �+� θw(t)� ���&'� �� ��������� .�����
����� ��%����� $��� ��� -�� $�� �$ ������)��/ ,'�8���� $�� �$ ������)�� %��
��� �� ������)���.����� ��. ��-��� �����)���� ��� ������)���

⎧⎨
⎩

x1(t) = θ̇m(t)

x2(t) = θ̇w(t)
x3(t) = θm(t) − θw(t)
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ẋ1 = θ̈m =
1

Jm

(Mm−k(θm−θw)−c(θ̇m−θ̇w)) =
1

Jm

(−cx1+cx2−kx3+Mm))

ẋ2 = θ̈w =
1

Jw

(k(θm−θw)+c(θ̇m−θ̇w)−Mw) =
1

Jw

(cx1−cx2+kx3−Mw))

ẋ3 = θ̇m − θ̇w = x1 − x2

@��$�� () .�����&��. -��� ���

⎡
⎣ ẋ1

ẋ2

ẋ3

⎤
⎦ =

⎡
⎣ − c

Jm

c
Jm

− k
Jm

c
Jw

− c
Jw

k
Jw

1 −1 0

⎤
⎦

⎡
⎣ x1

x2

x3

⎤
⎦ +

⎡
⎣

1
Jm

0

0 − 1
Jw

0 0

⎤
⎦

[
Mm

Mw

]

y =
[

0 1 0
]
⎡
⎣ x1

x2

x3

⎤
⎦

-< G(s) = C(sI −A)−1B .�� A� B� C &�)� �< �((%�&���/ #��������$� ��
$� &) &��. '$��&'���%�&�������� ���� ��� %) $�%�� $�� ������)���&��.��/
��(��+������&��.��� -������$���������/

(Jms2 + cs + k)θm = Mm + (k + cs)θw

(Jws2 + cs + k)θw = (k + cs)θm − Mw

0�� �'�� '$��&'���%�&�������� ��

sθw

Mm

,

&'� ��� &) &��. ��� �) ������ $� Mw ���� � � -������$������� �$��/

�'� �� θm �� &'���� -������$������� �+� ���� �� � ����� -������$�����
���/

(Jws2 + cs + k)θw = (k + cs)
Mm + (k + cs)θw

Jms2 + cs + k

9� �� $� �'�� �� θw/

θw

Mm

=
k + cs

s2(JmJws2 + (Jm + Jw)(cs + k))

$���� ����� ���� ���
sθw

Mm

=
k + cs

s(JmJws2 + (Jm + Jw)(cs + k))
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Gry(s) =
FG

1 + FG
=

Kp

a+Kp

1 + s 1
a+Kp

0) r(t) �� ��� ���������% �) -���

y(t) =
Kp

a + Kp

(1 − e−(a+Kp)t)

�� �� �) ����� -����� M � $���� -���

M =
Kp

a + Kp

− 1 = − a

a + Kp

0�� )�����)� �� ��� -����� ��� ��'���� T �) ��� y(t) ≤ t
T
/ t/T .���$���� ��

��� ���8� ��� ������%�� -���� () $����� () T � �) y(t) ��� ��� %�$�� ���������
�) ��� $� ��� ��'���� $����� () T -�%������ �$ ��� y(t) ��� �� &'� �.) t/
������%�� () y(t) &'� �.) t %�� �$ ẏ(0)� ���

ẏ(0) = Kp

0$� ��� ��'���� $����� () T �) ��� y(t) ≤ t
T
.��&'� ��� ts = 1

Kp
/ 0���� .��&'�

����� ��� M ≥ −ats �&�����. a < 0/
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